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十 希腊 的 数学 , 以 几何 学 为 中 心 . 欧 几 里 
得 的 《几何 原本 》, 可 以 说 集 古 希腊 几何 学 之 大 
成 , 甚至 可 以 说 是 古 希腊 整个 数学 的 总 结 . 文 
艺 复兴 之 后 , 代数 登 堂 入 室 , 笛 卡 儿 借用 代数 
方法 创立 了 坐标 几何 , 并 以 微 积分 的 辉煌 成 就 
取代 几何 学 成 为 数学 的 中 心 . 进入 20 世 纪 下 
半 叶 , 计算 机 出 现 了 . 信息 时 代 的 一 切 都 在 数 
字 化 , 人 类 对 几何 学 的 认识 发 生 了 改变 . 一 方 
面 ,“ 几 何 学 万 岁 ” 的 口号 , 显示 了 人 们 对 几何 
学 的 热爱 和 重视 . 男 一 方面 , 几何 学 进一步 代 
数 化 . 学 校 中 欧 氏 几何 教学 内 容 被 一 再 缩减 .于 
是 , 几何 教学 成 为 当代 教育 改革 的 一 个 核心 课 
题 . 

第 一 节 ”国际 视野 : 几何 教学 内 容 的 变迁 

一 直到 19 世 纪 中 叶 , 欧 几 里 得 的 《几何 原 
本 》 始终 是 中 学 里 的 主要 教材 . 1900 年 , 英国 
培 利 (Perry, 1850 一 1920 ) 发 动 了 数学 教育 改革 
运动 , 矛头 指向 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》. 培 利 
说 :“ 我 们 再 也 没有 欧 几 里 得 时 代 那 样 多 的 空 
闲 时 间 了 ”. 

此 后 , 中 学 里 的 几何 课本 , 都 根据 《几何 原 
本 》 的 思想 重新 编写 , 比较 容易 懂 . 例如 , 1919 
年 五 四 运动 之 后 , 在 中 国 比较 通行 的 有 《三 5 
平面 几何 》、《 温 德 华氏 平面 几何 》 等 等 . 

20 世纪 60 年 代 , 法 国 布尔 巴 基 学 派 的 元 
老 ， 新 数 "运动 的 精神 领袖 、 著名 数学 家 狄 多 内 
(J. Dieudonne, 1906-1992) 发 出 了 “和 逐 客 令 ?”， 
提出 了 人 欧 几 里 得 深 蛋 (Buclid must gol)” 的 口 
号 (1959)， 他 认为 “ 欧 几 里 得 几何 是 以 落后 于 
时 代 的 方法 和 思维 方式 所 堆砌 的 一 堆 遗 物 ”， 
“对 现代 的 数学 工作 者 来 说 , 只 不 过 像 供 消 遗 
的 幻 方 和 国际 象棋 一 样 *. 因此 , 他 认为 “作为 

















一 门 科学 来 说 , 欧 儿 里 得 几何 已 经 死 了 ”. 

与 此 同时 ， 东 方 的 中 国 也 出 现 “ 打 倒 欧 家 
店 ” 的 提 法 ,以 此 作为 数学 教育 改革 的 目标 之 
一 (1960). 

1980 年 , 新 数学 运动 宣布 失败 , 提出 的 新 
口号 是 “ 回 到 基础 ". 美国 的 一 项 报告 , 典型 地 
表现 了 人 们 对 取消 几何 的 焦虑 . 

“在 美国 全 体 中 学 生 里 , 47% 不 学 几何 ; 6 久 
虽然 学 几何 但 中 途 退 出 ; 7% 学 习 ' 不 加 证 明 " 的 
几何 , 学 证 明 但 根本 不 会 证 明 ; 9 加 只 会 一 般 的 
证 明 ; 7 名 取得 中 等 水 平 的 成 功 ; 13 宛 能 顺利 地 
完成 证 明 ” (Usiskin, 1982). 

“ 欧 几 里 得 从 学 校 里 消失 了 ! 在 一 次 调查 
中 , 初中 一 年 级 和 二 年 级 学 生 都 不 知道 欧 几 里 
得 . 82 名 初 三 学 生 只 有 一 个 人 说 得 出 欧 几 里 得 
的 事情 . 要 知道 , 数学 课本 中 有 一 页 介绍 , 他 们 
本 来 应 该 知道 的 .”( 日 本 , 横 地 清 , 1988). 

“在 新 数学 运动 之 后 , 几何 已 经 呈现 衰退 赵 
势 ,此 后 讲授 的 几何 就 更 少 了 . 定理 的 证 明 不 


再 作为 要 求 . .…………: 回 到 基础 的 运动 并 没有 使 
得 取消 过 的 几何 得 以 恢复 .” (新 加 坡 ， 李 乘 划 
等 , 1986). 


几何 教学 为 什么 会 落 到 这 步 田 地 ? 原因 在 
于 社会 环境 对 几何 教学 是 不 利 的. 第 一 , 中 学 
数学 受 大 学 数学 影响 . 分 析 和 代数 在 大 学 课程 
中 占 主要 地 位 , 而 几何 课 很 少 . 第 二 , 企业 和 商 
业 越 来 越 依赖 于 统计 、 运筹 学 和 数值 分 析 . 要 
适合 中 学 生 就 业 需 要 , 就 得 多 教 些 统计 , 于 是 
就 挤 掉 了 几何 课程 . 第 三 , 最 大 的 威胁 来 自 于 
计算 机 科学 . 离散 数学 ,算法 的 新 要 求 使 得 课 
程 设 计 者 不 得 不 削减 几何 方面 的 要 求 . 计算 机 
只 “ 慌 " 代 数 , 不 “ 慌 " 几 何 , 更 促使 几何 的 代数 





“本 文 是 《中 学 代数 研究 》 中 的 一 章 的 三 节 . 该 书 将 由 高 等 教育 出 版 社 出 版 . 
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化 . 形势 不 利于 欧 几 里 得 几何 的 恢复 , 更 不 要 
说 发 展 了 . 

当今 几何 学 的 现状 是 将 托 姆 和 狄 多 内 两 种 
极端 观点 进行 折 中 . 例如 采取 直观 几何 , 度量 
几何 , 到 论证 几何 的 三 步 曲 , 将 原来 欧 氏 几何 
的 内 容 加 以 分 割 , 进行 螺旋 式 组 合 . 尽管 这 远 
非 昔 日 的 “ 欧 氏 演绎 体系 ”, 但 还 是 相对 集中 地 
保留 了 欧 氏 几何 的 某 些 内 容 . 

另 一 种 处 理 方法 是 变换 几何 . 过 去 人 们 总 
习惯 把 变换 几何 与 欧 氏 几何 对 立 起 来 . 现在 已 
找到 一 种 两 爹 其 美的 方案 .“ 对 顶 角 相等 "、“ 平 
行 线 的 同位 角 相 等 "等 都 可 以 用 图 形 旋转 和 平 
移 的 方法 加 以 证 明 . 勾 股 定理 也 基于 对 称 和 投 
影 变换 来 得 出 ( 见 本 节 附 录 ). 此 外 , 向 量 几 何 
的 发 展 , 使 原来 的 坐标 式 的 解析 几何 获得 了 新 
的 面貌 . 这 符合 代数 化 的 趋势 . 

附录 ”用 投影 法 证 明 勾 股 定理 

(1985 年 法 国 国民 教育 部 数学 教育 委员 会 
执行 主席 马 蒂 内 (Martinet) 访 华 讲演 时 提 到 ) 

命题 已 知 锐角 O, 从 一 边 上 任何 点 卫 向 
另 一 边 作 投 影 , 垂 足 为 8, OQ = a :OP,0 < 
a <1. 则 从 另 一 边 上 任何 点 已 ' 向 该 边 作 投 影 
( 垂 足 为 8'), 必 将 有 OP' = a 08.. 

证 明 先 用 相似 三 角形 定义 解决 点 忆 的 任 
意 性 问题 , 即 a 不 因 点 卫 的 不 同 而 改变 , 然后 将 
角 O 作 角 平分 线 用 对 称 观点 说 明 己 可 变 为 尸 ， 
Q@ 可 变 为 P', 因而 a 不 变 . 








P 
(@y C 
O Q P' A D B 
现在 证 明 勾 股 定理 . 


由 命题 , 在 角 4 中 ，4C = a4B, 4D = 
a4C , 故 4D = o2A4B， 

在 角 B 中 , BC = 64B, DB = 6BC, 故 
DB = 62AB. 

但 4B= AD+ DB= oAB+P2AB= 
(2 十 B2)4B, 故 2 十 B2 = 1. 于 是 从 4C2 = 
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a24B2, BC2 = 8624B2 立 知 4C2 十 BC2 = 
(ao + 02)4B2 = 482 证 毕 . 

(此 证 法 运用 投影 对称 等 动态 观点 处 理 直 
角 三 角形 的 各 边关 系 , 别具一格 ) 

第 二 节 ” 半 个 世纪 以 来 的 中 国平 面 几何 教 
学 

1607 年 , 明 末 的 徐光启 和 利 玛 罕 合作 翻译 
了 《几何 原本 》， 将 拉丁 文 的 Geometria 的 
“Geo” 音 译 为 “几何 ”, 一 直 沿 用 至 今 . 但 是 , 这 
部 著作 并 没有 引起 当时 知识 界 的 重视 . 真正 将 
几何 学 作为 中 小 学 课程 的 内 容 , 是 在 辛 交 革 命 
之 后 , 特别 是 1919 年 的 五 四 运动 之 后 . 

1949 年 以 前 , 几何 教学 的 分 量 很 重 . 平面 
几何 的 论证 要 求 很 高 , 习题 相当 难 . 例如 , 九 点 
圆 、 西 摩 松 线 之 类 的 问题 , 会 出 现在 初中 毕业 
考试 中 间 , 学 生 不 得 不 记 住 这 些 证 明 . 

1950 年 代 , 中 国 全 面 学 习 苏 联 . 平面 几何 
教材 苏联 化 , 主要 采用 吉 西 略 夫 编写 的 《几何 》 
教材 的 体系 ， 先 是 翻译 , 后 来 加 以 改写 , 体系 
未 变 . 苏联 教材 着 重 “ 本 数 "思想 , 对 几何 学 的 
公理 化 体系 十 分 重视 , 论证 也 非常 严密 , 但 是 
总 体内 容 减 少 了 , 诸如 九 点 圆 之 类 的 问题 不 再 
出 现在 教材 之 中 , 例题 和 练习 题 的 难度 也 不 高 . 
这 是 一 个 明显 的 进步 . 

文革 十 年 , 几何 学 被 “ 划 线 "度量 ”等 实用 
性 内 容 所 取代 . 1976 年 之 后 , 迅速 恢复 到 1960 
年 代 的 水 平 . 整个 1980 年 代 的 几何 教学 , 并 没 
有 太 大 的 变化 . 

1990 年 使 用 的 数学 教学 大 纲 , 平面 几何 的 
内 容 共 有 198 课 时 . 其 中 初中 二 年 级 102 课 时 ， 
每 周 3 小 时 ; 初 三 96 课 时, 也 是 每 周 3 课 时 . 内 
容 仍然 中 规 中 矩 . 其 中 有 平行 公理 , 尺 规 作 图 ， 
平行 线 分 线段 成 比例 定理 , 线段 的 内 、 外 分 点 ， 
三 角形 的 内 心 、 外 心 , 两 圆 的 公 切 线 , 相交 弦 定 
理 , 切割 线 定理 , 四 种 命题 , 反 证 法 , 轨迹 等 典 
型 的 欧 氏 几何 特征 . 

到 了 1992 年 , 平行 公理 淡化 了 , 在 大 纲 中 
没有 出 现 . 轨迹 、 反 证 法 、 纺 切 角 定 理 、 切割 线 
定理 等 都 打上 了 星 号 . 尺 规 作 图 改 成 了 基本 作 
图 . 此 后 , 几何 内 容 逐 渐 减 少 . 到 了 2000 年 , 由 
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于 实行 5 天 工作 制 ,学 校 的 课时 大 幅度 缩减 , 人 
民 教 育 出 版 社 出 版 的 数学 教学 大 纲 中 , 平面 几 
何 的 内 容 和 要 求 进一步 降低 . 但 是 , 仍然 保留 
了 原 有 的 论证 几何 的 体系 . 

1980 年 代 末 , 上 海 开 始 进行 地 方 性 的 课程 
改革 . ”其 中 数学 课程 中 的 平面 几何 部 分 ， 实 
行 “ 实 验 几 何 ” 与 “论证 几何 ”的 两 个 循环 . 初中 
二 年 级 , 先 通过 观察 ,操作 获得 几何 知识 , 然后 
在 初 三 进行 严格 论证 . 论证 的 要 求 自然 有 所 降 
低 . 但 是 , 论证 几何 的 总 体 要 求 没有 改变 . 

可 以 说 , 直到 2000 年 , 中 国 仍 是 平面 几何 
教学 水 平 最 高 的 国家 之 一 . 就 在 这 一 年 , 国家 
启动 新 一 轮 的 课程 改革 . 数学 课程 首当其冲 . 
2001 年 7 月 率先 推出 《 九 年 义务 教育 数学 课程 
标准 (实验 稿 )》, 并 且 立 即 在 一 些 实验 区 使 用 ， 
以 后 迅速 推广 . 到 了 2004 年 , 使 用 数学 新 编 教 
材 的 实验 区 已 经 复 盖 了 全 国 90% 以 上 的 县 . 

《 九 年 义务 教育 数学 课程 标准 (实验 稿 )》 
(以 下 简称 “新 课 标 ?) 对 几何 的 处 理 意见 是 : 

。 国家 实行 九 年 义务 教育 制度 , 以 前 精英 
教育 采用 的 几何 体系 应 该 彻底 改革 . 重点 是 丰 
富 对 空间 图 形 的 认识 和 感受 , 不 再 从 整体 上 维 
持平 面 几何 的 公理 化 演绎 体系 . 

e 据 调查 , 多 数 初中 学 生 不 能 够 理解 “公理 
化 ”的 几何 思想 . 几何 学 必须 贴近 学 生 的 日 常 
生活 实际 . 

。 注重 学 生 经 历 观察 、 操作、 推理 、 想象 等 
探索 过 程 . 欣赏 并 体验 变换 在 现实 生活 中 的 广 
泛 应 用 .尽量 使 用 “ 量 一 量 \ 做 一 做 "等 操作 性 
的 活动 . 例如, 三 角形 内 角 和 为 180°%, 是 通过 
量 、 拼 等 方法 得 到 的 . 

。 注重 对 证 明 本 身 的 理解 , 而 不 追求 证 明 
的 数量 和 技巧 . 新 课 标 规定 只 证 明 8 组 命题 , 而 
且 练 习 和 考试 与 证 明 有 关 的 题目 难度 , 要 和 这 
8 组 命题 的 论证 难度 相当 . 

“新 课 标 ”发 表 以 后 , 立即 编写 教科 书 , 迅速 
推广 . 推广 过 程 中 , 据 教 育 部 有 关 的 资料 , 受到 
大 多 数 数学 教师 的 欢迎 . 到 2005 年 已 经 覆盖 
90% 的 县 市 . 在 此 期 间 , 有 许多 赞成 的 意见 , 也 
有 许多 批评 的 意见 出 . 归纳 起 来 , 有 以 下 几 点 : 
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。 基础 数学 是 人 类 文明 中 的 核心 部 分 . 中 
学 数学 教育 应 该 担负 起 理性 文明 、 科学 启蒙 的 
使 命 . 现在 , 削弱 平面 几何 的 演绎 体系 , 降低 中 
学 数学 教育 的 水 准 , 和 我 国教 育 发 展 方向 背 道 
而 驰 . 

。 数学 贴近 生活 不 能 过 头 . 几何 学 很 多 问 
题 是 理性 思维 的 问题 , 并 不 和 生活 有 多 大 联系 . 

。 新 课 标 忽视 演绎 推理 , 把 证 明 都 改 成 说 
理 . 不 能 看 一 看 、 量 一 量 就 算得 到 真理 . 老 是 
“ 量 ”, 就 倒退 到 尼罗河 时 代 去 了 . 

。 培养 理性 思维 需要 载体 , 几何 是 最 好 的 
载体 ， 新 课 标 说 要 讲 什么 是 证 明 ,， 却 只 能 讲 
8 组 命题 . 但 是 培养 几何 的 推理 能 力 需要 学 
生 “ 做 "推理 . 光 讲 什么 是 命题 , 什么 是 推理 , 什 
么 是 证 明 是 学 不 会 的 . 

。 几何 学 是 一 个 体系 , 支 解 成 一 段 段 的 知 
是 不 行 的 . 减轻 负担 要 精 中 求 简 , 不 能 随意 
掉 . 

关于 平面 几何 教学 的 争论 还 在 继续 之 中 . 
真理 越 辩 越 明 , 争论 有 利 改革 . 数学 教学 的 改 
革 需 要 稳步 进行 . 

那么 , 中 国学 生 能 不 能 学 会 平面 几何 呢 ? 
这 里 , 让 我 们 引用 1997 年 发 表 的 一 次 调查 四 的 
结 : 

“代数 得 分 率 高 于 几何 得 分 率 , 且 差异 显著 
(二 16.60,t < 0.01). 但 一 个 有 趣 的 现 条 是 
几何 满分 人 数 (2003 人 ) 反 而 比 代 数 满分 人 数 
(1424 人 ) 多 . 

学 生 的 代数 成 绩 比 几何 成 绩 高 . 解答 题 上 
学 生 代 数 和 几何 的 得 分 率 几 乎 是 一 样 的 , 但 在 
基本 题 的 得 分 率 上 两 者 却 有 很 大 差异 , 代数 成 
绩 比 几何 成 绩 好 . 其 原因 在 于 学 生 解 签 几何 基 
本 题 上 表现 较 差 , 而 对 代数 基本 知识 和 基本 技 
能 的 掌握 较 好 .” 

这 一 结论 表明 , 对 初中 学 生来 说 , 首先 是 
几何 比 代数 难 学 , 许多 学 生 连 “基本 题 " 也 做 不 
好 ; 其 次 是 “两 极 分 化 ”, 优秀 学 生 喜 欢 几 何 , 几 
何 满分 的 人 数 比 代数 满分 的 人 数 多 . 

看 来 , 几何 对 许多 学 生来 说 的 确 很 难 , 应 
当 减 轻 他 们 的 负担 . 但 是 许多 优秀 学 生 能 够 学 
会 几何 , 而 且 学 得 不 错 . 因此 , 不 同 的 人 学 习 不 
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同 的 几何 , 慌 怕 是 我 们 应 当做 的 事 . 
三 节 ”平面 几何 教学 如 何 培养 理性 思维 

半 个 世纪 以 来 , 中 国 的 平面 几何 教学 积累 
许多 成 功 的 经 验 , 可 以 说 是 中 国 现代 教育 的 宝 
贵 财富 之 一 

一 、 关 于 平面 几何 入 门 教学 . 

为 了 使 大 多 数 初中 学 生 学 会 平面 几何 的 内 
容 , 帮助 学 生 顺 利 地 完成 从 直观 、 操 作 性 数学 
学 习 转 向 理性 思维 、 演绎 推理 .证明 性 学 习 的 
过 渡 , 中 国 的 数学 教育 工作 者 在 平面 几何 入 门 
教学 上 下 了 很 大 功夫 , 这 是 一 个 重要 的 创造 , 值 
得 继承 . 基本 经 验 如 下 : 

首先 要 引导 学 生 突 破 概念 关 . 在 平面 几何 
开始 部 分 中 有 20 多 个 重要 概念 , 需要 从 直观 
出 发 , 形成 抽象 的 认识 . 特别 是 要 求 将 这 些 概 
念 从 自然 语言 , 转 到 严格 的 数学 语言 加 以 表述 . 
例如 , 角 的 概念 , 人 们 早已 建立 . 但 是 , 作为 数 
学 的 表述 , 就 比较 严密 , 而 且 还 有 动态 和 静态 
的 两 种 定义 . 此 外 直线 、 线段、 射线 三 个 概念 之 
间 , 既 有 区 别 也 有 联系 . 需要 注意 辨别 . 

其 次 , 要 注意 引导 学 生 突 破 几 何 语言 关 . 
几何 语言 比较 规范 、 严谨 , 按 其 叙述 方法 又 可 
分 为 文字 语言 和 符号 语言 , 按 用 途 可 分 为 描述 
性 语言 , 推理 语言 和 作 图 语言 . 对 于 文字 语言 ， 
教学 中 应 力求 生动 、 形象, 准确， 通过 教 者 示 
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地 帮助 学 生 对 照 图 形 , 分 清 已 知 条 件 和 未 知 条 
件 . 正确 写 出 已 知 求证， 学 会 引用 定理 , 说 
明理 由 . 分 清 命 题 结构, 掌握 一 定 的 书写 格式 . 
在 寻求 思路 的 基础 上 , 运用 “三 段 论 " 进 行 论证 . 

二 、 简 单 的 推理 证 明 中 , 加 强 理性 思维 的 
重要 性 阅 述 . 

几何 教学 的 目的 是 培养 理性 思维 精神 , 应 
该 从 简单 的 推理 时 就 不 断 地 孕育 渗透、 阐述 . 
不 要 只 要 求证 定理 ,做 题目 , 却 不 知道 为 什么 
要 这 么 做 . 如 同 “ 猪 八 戒 吃 人 参 果 ”, 吞 到 肚 里 
还 不 知道 滋味 . 一 些 优秀 的 教师 就 能 够 注意 阐 
发 古 希 腊 的 理性 思维 的 伟大 精神 价值 . 几何 内 
容 削 减 以 后 , 在 一 些 最 基本 的 推理 中 加 强 思维 
培养 , 是 可 取 的 一 种 方法 . 举例 如 下 . 

最 简单 的 几何 命 古 是 “对 项 角 相等 ”. 如 图 ， 
两 条 直线 相交 , 那么 角 A4 等 于 角 B. 产生 的 问 
题 是 , 这 样 简单 的 问题 , 究 竞 要 不 要 证 明 ? 





EB 


这 个 结果 一 眼 就 看 出 来 了 ! 
吗 ? 那 不 是 自 找 麻烦 吗 ? 

在 世界 名 著 、 欧 几 里 得 编写 的 《几何 原本 》 
中 ,“ 对 项 角 相 等 "是 命题 15. 证 明 如 下 : 4+C 
是 平角 , B 十 C 也 是 平角 , 然后 根据 公理 3(“ 等 


这 还 要 证 明 











范 , 强调 阅读 教材 , 通过 几何 图 形 以 及 反例 等 
予以 强化 , 使 其 掌握 “所 有 ”、“ 凡 "延长 "、“ 连 
接 "、“ 和 截取 "对 应 "相似 `、“ 相 等 '、 在 … 
之 上 等 述 语 的 用 法 ， 符 号 语言 是 推理 论证 的 
基础 , 教学 中 要 引导 学 生 将 概念 符号 化 , 通过 
范 句 、 范式 、 范 词 养 成 使 用 的 规范 化 , 并 进行 文 
字 语言 和 符号 语言 互 释 、 互 译 的 练习 . 

第 三 , 要 注意 引导 学 生 突破 图 形 关 ， 要 孝 
会 学 生 具 体 的 画图 方法 与 技巧. 适当 地 画 出 几 
何 图 形 , 如 任意 三 角形 不 可 画 成 等 腰 三 角形 ， 
等 腰 三 角形 不 可 画 成 等 边 三 角形 . 分 清 实 线 、 
虚线 的 用 法 , 更 重要 的 是 要 培养 学 生 具有 一 定 
的 看 图 、 识 图 能 力 . 例如 , 在 图 形 中 能 分 清 有 几 
个 角 , 有 多 少 个 三 角形 等 等 

第 四 , 培养 学 生 的 逻辑 推理 能 





. 一 步 步 


量 减 等 量 , 其 差 相 等 ”), 所 以 4 = B. 

这 里 , 重要 的 价值 不 在 “对 顶 角 相等 ”的 命 
题 本 身 , 而 在 于 如 何 确定 一 个 结论 的 真理 性 . 几 
何 学 是 人 类 不 凭 直观 和 实验 , 运用 逻辑 证 明 真 
理 的 典范 . 

中 国 古 代数 学 没有 对 项 角 相 等 这 样 的 定 
理 , 古 希 腊 为 什么 会 有 ? 这 可 以 从 文化 层面 进 
行 分 析 . 追求 真理 是 人 类 永远 的 目标 . 如 何 判 
断 一 个 命题 是 真理 , 不 同 的 人 在 不 同 的 文化 影 
响 下 , 会 有 不 同 的 答案 . 

古 希 腊 是 奴隶 制 国家 . 当时 希腊 的 雅典 城 
邦 实行 奴隶 主 民主 政治 . 由 男性 公民 组 成 的 民 
众 大 会 有 权 制 定 法 律 , 处 理财 产 、 祭 礼 . 军 事 等 
问题 (注意 : 广大 的 奴隶 、 妇女 、 外 来 人 不 能 享 
受 民 主权 利 )， 奴 隶 主 的 民主 政治 和 皇帝 君王 
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独裁 的 政治 是 有 所 区 别 的 古 希 腊 的 奴隶 主 民 
主 政治 往往 需要 用 理由 说 服 对 方 , 于 是 学 术 上 
的 辩论 风气 较 浓 . 为 了 证 明 自己 坚持 的 是 真理 
就 需要 证 明 . 于 是 , 古 希腊 的 学 术 , 不 仅 要 解决 
真理 “是 什么 (What)” 的 问题 , 还 要 回答 “为 什 
么 (Why)* 的 问题 ，“ 叭 理论 ”的 学 术 风 气 很 盛 

中 国 在 春秋 战国 时 期 也 有 百家争鸣 的 学 术 
风气 , 但 是 没有 实行 古 希腊 统治 者 之 间 的 民主 
政治 , 而 是 实行 君王 统治 制度 春秋 战国 时 其 
的 百家争鸣 , 固然 是 知识 分 子 自由 表达 见解 的 
黄金 年 代 , 但 是 , 其 核心 课题 是 帮助 君王 统治 
臣民 、 管理 国家 ， 在 这 样 的 环境 下 , 中 国 的 古 
代数 学 , 多半 以 “管理 数学 "的 形式 出 现 , 目的 
是 为 了 丈量 田亩 、 兴 修 水 利 .分 配 劳力 .计算 税 
收 .运输 粮食 等 国家 管理 的 实用 目标 .理性 控 
讨 在 这 里 退 居 其 次 . 

三 、 精 中 求 简 , 保持 平面 几何 的 完整 体 条 

中 学 里 平面 几何 的 公理 体系 , 当然 不 能 使 
用 极端 严密 的 希 尔 伯 特 公理 体系 , 也 不 可 能 使 
用 原始 的 欧 氏 几 何 体系 . 公理 可 以 多 一 些 , 起 
点 高 一 些 . 比如 , 三 角形 全 等 的 判别 法 也 可 当 
作 公理 来 陈述 ， 几 何 学 的 内 容 可 以 适当 减少 
但 是 , 无 论 如 何 , 在 整体 上 应 该 保留 一 个 演 经 
的 系统 ， 学 习 的 过 程 可 以 是 :直观 感知 一 操 
作 确认 一 演绎 论证 一 代数 计算 . 结论 可 以 由 
直观 和 实验 方法 进行 猜想 , 但 最 终 必须 经 过 证 
明 , 由 已 知 推出 未 知 . 推理 的 严密 程度 随 年 龄 
而 增加 证明 可 用 说 理 的 方法 (如 使 用 图 形 运 
动 变换 的 语言 ), 也 可 用 三 段 论 的 逻辑 方法 . 这 





资料 一 


西方 学 者 对 儿童 的 几何 思维 进行 了 许多 研 
究 . 其 中 以 Pierre van Hiele、Dina van Hiele 
夫妇 的 研究 最 著称 . 他 们 两 人 提出 了 几何 思维 
水 平 的 分 析 . 起 先 提出 了 5 种 水 平 , 后 来 又 改 为 
3 种 水 平 . 一 般 认为 还 是 5 种 水 平 更 细致 ,更 确 
切 . 在 范 : 希 尔 提 出 水 平 1-5 之 后 , 其 他 研究 者 


“本 资料 摘自 格 劳 斯 主编 的 《数学 的 教 与 学 手册 》. 陈 
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在 我 国 已 经 进行 了 多 年 的 实验 ,可 进一步 总 结 . 

四 、 分 清 几 何 的 基本 要 求 和 较 高 要 求 , 不 
搞 一 刀 切 . 

由 于 时 代 的 进步 , 实行 5 天 工作 制 , 学 时 数 
大 量 减 少 . 同时 , 未 来 公民 所 需要 学 习 的 知识 却 
在 不 断 膨胀 甚至 爆炸 . 古 希 腊 把 几何 学 作为 高 
级 知识 分 子 学 习 的 内 容 . 今天 的 几何 教育 , 则 
是 为 大 众 服务 的 . 我 们 只 能 在 有 限 的 时 间 内 让 
学 生 掌 握 平 面 几何 体系 的 精髓 . 因此 , 在 义务 
教育 阶段 , 21 世 纪 中 学 平面 几何 内 容 一 定 会 比 
20 志 纪 的 要 少 些 . 删节 一 些 内 容 势 在 必 行 . 不 
然 的 话 ,一 万 年 以 后 怎么 办 ?”. 

如 上 所 述 , 对 所 有 未 来 公民 实行 的 几何 教 
育 , 主要 是 体会 .了 解 理性 思维 的 价值 , 提高 思 
维 水 平 但是, 平面 几何 的 价值 不 仅 如 此 . 一 
部 分 将 来 从 事 科学 研究 的 知识 分 子 , 管理 国家 
的 决策 人 员 , 需要 从 事 创造 性 工作 的 各 行 各 业 
的 精英 , 需要 学 习 更 多 的 平面 几何 知识 . 他 们 
应 该 学 得 更 加 系统 、 更 加 深入 , 对 公理 化 思想 
有 更 深 的 体会 , 对 于 添加 辅助 线 使 得 难题 证 明 
移 然 开朗 的 “美妙 体验 ”", 具有 真实 的 感受 . 
此 , 不 同 的 人 学 习 不 同 的 几何 . 在 高 中 数学 课 
程 标准 里 , 设置 平面 几何 ”的 选修 课 , 是 一 个 
不 错 的 选择 . 
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范 : 希 尔 的 6 个 几何 思维 水 平 * 


又 补充 了 一 个 更 低 的 水 平 : 水 平 0. 这 可 以 帮 
助 我 们 进行 几何 课程 的 设计 和 教学 . 以 下 分 别 
做 一 些 介绍 . 

水 平 0: 前 认 知 水 平 . 只 能 注意 直观 形状 
的 某 一 些 特征 . 例如 可 以 区 分 正方 形 和 圆 , 却 
不 能 区 分 正方 形 和 三 角形 . 在 这 个 水 平 , 学 生 
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推理 的 对 象 是 具体 的 形象 或 者 触觉 的 刺激 , 其 
结果 是 能 够 识别 一 些 “ 相 同 的 形状 ”. 

水 平 1: 直观 化 .学生 按照 外 观 来 识别 
和 操作 形状 和 另外 一 些 几 何 图 形 . 他 们 能 在 心 
理 上 把 这 些 图 形 表 示 为 直观 图 象 . 例如 , 学 生 
说 所 给 的 图 形 是 矩形 , 是 因为 它 “ 看 起 来 像 门 ”. 
然而 , 他 们 不 关心 几何 性 质 或 所 表示 图 形 种 类 
的 特征 化 . 也 就 是 说 , 尽管 图 形 的 性 质 决定 图 
形 , 而 这 个 水 平 的 学 生 却 未 意识 到 图 形 的 性 质 . 
在 这 个 水 平 上 , 学 生 的 推理 为 知觉 所 主 罕 . 他 
们 尽管 不 能 说 出 图 形 的 简单 性 质 , 却 也 能 把 一 
个 图 形 与 男 一 个 图 形 相 区 别 ; 或 者 由 于 两 个 图 
形 看 起 来 相同 他们 就 判断 这 两 个 图 形 全 等 : 
“看 起 来 就 是 如 此 , 没有 什么 原因 ”. 

在 直观 化 水 平 , 学 生 推 理 的 对 象 是 按 直观 
上 “形状 相同 ”来 确认 图 形 分 类 的 . 例如 , 陈述 
“这 个 图 形 是 菱形 ”时 , 这 个 学 生 的 意思 是 “这 个 
图 形 有 我 已 学 过 的 称 作 : 萎 形 的 形状 ”. 

水 平 2: 描述 /分 析 . 到 了 第 2 水 平 , 学 生 
通过 图 形 的 性 质 来 识别 图 形 并 能 确定 图 形 的 
特征 . 例如 . 一 个 学 生 可 能 认为 菱形 是 四 条 边 
相等 的 图 形 ; 因此 , 术语 “ 萎 形 " 指 的 是 “他 已 学 
过 的 所 谓 凌 形 ' 性 质 ” 的 一 个 集合 . 通过 观察 、 测 
量 .画图 和 建 模 等 手段 经 验 地 建立 了 性 质 . 学 
生发 现 某 些 性 质 的 组 合 标志 着 一 类 图 形 , 而 有 
些 图 形 却 不 这 样 ; 因而 播 下 了 几何 含意 的 种 子 . 
然而 这 个 水 平 的 学 生 看 不 出 两 类 图 形 之 间 的 关 
系 ( 例 如 , 一 个 学 生 可 能 会 满足 于 一 个 图 形 因为 
它 是 正方 形 , 所 以 不 是 长 方形 ). 

在 这 个 水 平 , 学 生 推 理 的 对 象 是 图 形 的 分 
类 , 用 那些 与 自己 相 一 致 的 图 形 性 质 在 思考 , 这 
种 推理 的 产物 是 建立 起 图 形 间 关系 、 图 形 性 质 
的 顺序 和 图 形 的 分 类 . 

水 平 3: 抽象 / 关联 . 在 水 平 3, 学 生 能 形 
成 抽象 的 定义 ， 区 分 概念 的 必要 条 件 和 充分 
条 件 ; 能 理解 几何 领域 的 逻辑 论证 ,有 时 甚至 
能 提出 这 样 的 论证 . 他 们 能 分 层次 将 图 形 分 类 
(通过 排出 图 形 性 质 的 顺序 ) 并 给 出 判别 它们 类 
别 的 非 形式 化 论证 , 例如 , 一 个 正方 形 被 识别 
属 菱形 , 因为 可 以 将 它 考虑 为 一 个 “具有 某 些 





数学 教学 0-O 


外 部 性 质 的 葵 形 ”. 利用 非 形式 化 推导 , 他 们 能 
发 现 图 形 分 类 的 性 质 . 例如 , 由 于 任何 四 边 形 
可 被 重组 成 两 个 三 角形 , 而 每 一 个 三 角形 的 内 
角 和 是 180°. 他 们 能 推导 任何 四 边 形 的 内 角 和 
一 定 是 360?. 

随 着 学 生发 现 不 同形 状 的 性 质 , 他 们 觉得 
有 组 织 这 些 性 质 的 需要 . 思想 的 这 种 逻辑 组 织 
是 正确 推理 的 首要 表现 形式 . 然而 , 学 生 仍 不 
理解 逻辑 推理 是 建立 几何 真理 的 方法 . 

在 这 个 水 平 , 学 生 推 理 的 对 象 是 图 形 分 类 
性 质 .“ 整 理 图 形 性 质 , 假如 图 形 满足 四 条 边 相 
等 的 四 边 形 , 将 知道 这 个 图 形 是 葡 形 ”. 这 种 推 
理 的 产物 是 通过 图 形 性 质 的 交互 联系 , 获得 的 
思想 进行 了 重组 . 

水 平 4: 形式 推理 .达到 水 平 4 时 , 学 生 
在 公理 化 系统 中 建立 定理 . 他 们 识别 未 定义 术 
语 、 定 义 ,公理 和 定理 之 间 的 差异 . 他 们 能 构造 
原始 的 证 明 ; 也 就 是 说 , 他 们 可 以 作出 一 系列 
陈述 , 对 作为 "已 知 条 件 的 结果 的 一 个 结论 作 
逻辑 判断 . 

在 这 个 水 平 , 通过 逻辑 解释 像 公 理 , 定义 
和 定理 的 几何 陈述 . 学 生 能 进行 形式 推理 . 推 
理 的 对 象 是 图 形 分 类 性 质 的 关系 , 推理 的 产物 
是 建立 亚 序 关系 一 关系 之 间 的 关系 一 -并 在 
一 个 几何 系统 中 用 逻辑 链 来 表述 . 

水 平 5: 严密 性 / 元 数学 . 在 第 5 水 平 , 学 
生 在 数学 系统 中 进行 形式 推理 . 即便 没有 参照 
模型 , 他 们 也 能 研究 几何 , 而 且 还 能 通过 形式 
化 地 操作 如 公理 、 定义、 定理 等 几何 陈述 进行 
推理 . 推理 的 对 象 是 形式 化 构造 间 的 关系 . 他 
们 推理 的 产物 是 几何 公理 系统 的 建立 , 及 其 详 
尽 阐 述 与 比较 . 

范 : 希 尔 水 平 准 确 地 描述 了 学 生 的 几何 思 
维 吗 ? 一 般 而 言 , 来 自 美国 和 国外 的 经 验 研究 
已 证 实 范 : 希 尔 水 平 在 描述 学 生 从 小 学 到 中 学 
的 几何 概念 发 展 方面 是 有 用 的 . 例如 , 尤 西 斯 
金发 现 大 约 75% 的 中 学 生 适 用 于 范 : 希 尔 模 式 . 
苏联 的 一 项 研究 表明 , 高 中 毕业 时 , 几乎 40% 的 
学 生 仍 然 停留 在 水 平 2. 

中 国 还 没有 类 似 的 报告 . 
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几何 教学 体系 的 类 型 * 


1995 年 9 月 在 意大利 的 卡 塔 尼 亚 大 学 曾 召 开 “21 世 纪 几 何 教 学 展望 ”国际 研讨 会 , 我 国 张 福 
生 、 唐 盛 虽 同志 参加 会 议 , 当时 在 本 刊 1996 年 第 2 期 作 了 报道 . 以 下 是 报道 中 的 一 节 . 


我 们 从 会 议 上 了 解 到 , 国际 上 几何 教学 的 
现状 正 处 于 一 种 多 极 化 的 格局 . 各 国家 、 各 流 
派对 几何 教学 的 内 容 、 要 求 和 评价 的 把 握 , 有 
多 种 不 同 的 观点 和 做 法 , 产生 了 多 种 不 同 的 几 
何 教 学 体系 和 教材 , 差异 很 大 . 具体 说 , 有 以 下 
几 种 : 

1. 事实 型 .其 主要 特点 是 突出 几何 事实 . 
这 种 几何 教学 体系 开始 于 1960 年 代 , 它 改 变 了 
过 去 以 几何 事实 为 副 而 以 学 习 理 论 表述 、 逻辑 
推理 为 主 的 观点 和 做 法 , 代 之 以 学 习 更 多 的 几 
何事 实 的 “普通 百姓 需要 的 几何 ”, 学 习 新 的 观 
点 和 做 法 . 这 种 体系 ,认为 受 教育 者 需要 了 解 
更 多 几何 知识 (如 卫星 的 轨道 是 圆锥 曲线 等 )， 
知道 如 何 利用 几何 变换 , 强调 几何 事实 而 忽视 
证 明 ; 表述 上 更 注意 利用 儿童 对 空间 的 直觉 , 使 
几何 更 有 趣 . 16 岁 以 前 所 学 的 一 般 只 是 几何 事 
实 和 实际 问题 , 16 至 18 岁 则 开始 分 流 一 或 是 
不 学 习 几 何 , 或 是 选 学 A 水 平 的 几何 . 

2. 实 用 型 . 主要 特点 是 强调 几何 的 实际 应 
用 . 这 种 几何 教学 体系 产生 于 1970 年 代 以 后 
不 同 于 只 从 数学 上 看 问题 ,重视 纯 数学 思想 (如 
把 切线 看 作 制 线 的 极限 ) 和 强调 用 严格 的 与 形 
式 的 语言 表述 的 几何 体系 . 它 强 调 几何 的 应 用 ， 
重视 将 实际 问题 归结 为 数学 问题 建立 数学 模 
型 的 “ 建 模 ” 过 程 , 形成 学 习 的 新 结构 , 把 几何 
看 作 是 一 种 作用 于 实际 的 工具 . 同时 , 开始 重 
视 计 算 机 的 影响 , 引进 计算 机 和 计算 器 ,以 增 
强 实 际 应 用 中 的 可 行 性 . 

3. 直 观 型 . 其 主要 特点 是 更 多 运用 几何 直 
观 . 这 种 几何 教学 体系 在 1970 年 代 末 兴起 . 自 
1969 至 1977 年 出 现 了 称 为 新 数 ” 的 现代 数学 ， 
1977 至 1995 年 则 兴起 了 称 为 "新 数 后 ”的 改革 . 
它 主 要 是 改变 了 “新 数 " 重 结构 不 重 对 象 、. 重 一 








“本 资料 摘自 《数学 教学 》1996 年 第 2 期 .“21 世纪 几何 教学 展望 国际 研讨 会 综述 "一文 . 作者 : 张 福 生 、 唐 盛 昌 . 





般 化 不 重 图 形 直观 的 倾向 (如 强调 从 一 种 语言 
译 成 另 一 种 语言 , 把 多 边 形 顶 点 看 成 “有 限 点 
集 ”、 直 线 看 成 线 集 " 等 ). 他 们 认为 ， 新 数 "把 
空间 事实 的 意义 附加 于 数学 本 身 结构 , 高 度 一 
般 化 , 把 具体 问题 的 细节 看 成 累 赣 ,是 不 可 取 
的 ; 而 且 , 在 “新 数 " 课 本 中 , 几何 图 形 起 的 作用 
很 小 , 也 是 不 利于 直观 的 . 现在 的 “新 数 后 ” 则 
强调 了 直观 , 空间 事实 的 意义 也 来 自 实际 情况 ， 
更 多 地 依赖 于 对 象 而 不 是 结构 , 也 更 多 地 依赖 
于 图 形 直观 . 

4. 论 理 型 . 主要 特点 是 重视 几何 理论 的 逻 
辑 和 推理 论证 的 严格 .这 种 几何 教学 体系 虽 
然 在 近 几 十 年 中 有 了 不 少 改革 , 可 以 说 已 经 在 
相当 程度 上 改变 了 欧 氏 几何 的 纯 公 理 系 统 和 
纯 演 绎 体系 , 但 其 基本 的 逻辑 结构 没有 重大 变 
化 , 演绎 论证 的 方法 仍 是 研究 几何 事实 和 实施 
应 用 的 主要 手段 , 还 是 从 一 些 公理 或 定理 出 发 ， 
经 过 形式 逻辑 的 演绎 推理 , 得 到 其 他 所 有 的 定 
理 , 强调 “ 言 必 有 据 , 算 必 讲理 以 上 海 新 编 数 
学 教材 的 几何 部 分 为 例 , 它 打破 了 封闭 的 公理 
体系 , 在 小 学 和 初中 的 前 期 , 分 别 安排 了 直观 
几何 阶段 和 实验 几何 阶段 , 但 在 初中 的 第 三 阶 
段 仍 保持 了 逮 辑 论证 的 传统 . 

以 上 各 种 观点 和 做 法 , 各 有 其 优点 和 不 足 . 
事实 上 大 多 数 国家 的 几何 教学 体系 , 并 不 能 简 
单 地 归结 为 某 种 类 型 , 不 少 国家 的 教材 是 多 元 
化 的 , 实际 上 有 几 种 类 型 的 几何 教材 , 国际 上 
出 现 了 兼 有 重 事实 、 重 实用 、 重 直观 的 趋势 . 但 
也 有 些 教材 仍 明 显 地 属于 论 理 型 . 一 般 说 , 小 
学 或 低 年 级 较 多 为 事实 型 直观 型 , 中 学 或 高 
年 级 较 多 为 论 理 型 、 实 用 型 . 

此 外 , 我 们 明显 地 体察 到 , 各 国 对 几何 教 
学 的 体系 .内容 要求. 评价 的 处 理 和 把 握 ,都 
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把 空间 向 量 融入 立体 几何 教学 的 一 种 教材 设计 


200002 


向 量 在 近代 数学 的 很 多 领域 中 都 有 广泛 的 
应 用 , 特别 是 二 ,三 维 的 向 量 , 它们 既 有 数组 的 
表现 形式 , 又 有 直观 的 几何 意义 , 因此 能 成 为 研 
究 中 学 几何 问题 的 有 效 工 具 . 将 三 维 向 量 (也 
称 空间 向 量 ) 融 入 立体 几何 已 成 为 当前 立体 几 
何 改革 的 重要 措施 . 本 文 主要 探究 如 何 为 这 一 
改革 措施 进行 课程 的 设计 . 

1. 空间 向 量 对 立体 几何 的 渗透 

在 我 国 的 中 小 学 教学 内 容 中 , 最 早 引 进 向 
量 的 是 上 海 市 1992 年 颁布 的 《高 级 中 学 数学 
学 科 课 程 标 准 (草案 )》( 简 称 一 期 标准 ”)， 一 
期 标准 既 保留 了 传统 立体 几何 的 主干 部 分 , 同 
时 又 增加 了 向 量 的 知识 . 从 依据 一 期 标准 编写 
的 《高 级 中 学 数学 课本 》( 简 称 一 期 教材 ”) 中 
可 以 看 到 , 与 立体 几何 相关 的 内 容 分 为 三 章 : 

第 八 章 ”空间 直线 .平面 . 

内 容 是 关于 空间 直线 和 平面 的 性 质 、 它们 
之 间 的 相交 、 平行 和 垂直 关系 的 判定 和 性 质 、 
有 关 的 距离 和 角 的 计算 等 . 这 一 章 内 容 的 呈现 
形式 仍然 保持 着 传统 的 欧 氏 几何 的 演绎 特征 . 

第 九 章 ”多 面体 . 

内 容 是 关于 棱柱 ,棱锥 .楼 台 的 性 质 和 体积 
计算 . 

第 十 章 ”向 量 初步. 

内 容 是 关于 向 量 的 概念 . 运算、 性质 .坐标 
及 其 在 立体 几何 中 的 应 用 . 在 该 章 的 例题 中 ， 
应 用 向 量 的 方法 计算 异 面 直线 所 成 的 角 、 证 明 
异 面 直线 的 垂直 .证明 直线 与 平面 的 垂直 等 . 

虽然 向 量 在 立体 几何 中 的 渗透 当时 只 是 初 
步 的 尝试 , 但 是 在 实践 中 很 容易 看 到 , 以 向 量 
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还 不 很 稳定 , 其 至 是 很 不 稳定 , 还 处 在 不 断 的 
变化 之 中 . 有 的 做 法 是 突变 .整体 都 变 , 有 的 做 


华东 师范 大 学 数学 系 。 赵 小 平 


为 工具 解决 立体 几何 的 方法 , 成 为 解决 计算 题 
和 证 明 题 的 “ 通 性 通 法 ”, 大 大 降低 了 解 题 的 技 
巧 性 . 受到 广大 教师 和 学 生 的 认可 和 欢迎 . 

2. 用 空间 向 量 改 造 立 体 几 何 系统 

2004 年 10 月 颁布 的 《上 海 市 中 小 学 数学 
课程 标准 (试行 稿 )》( 以 下 简称 “二 期 标准 ”) 对 
立体 几何 作 了 更 大 的 改革 . 从 标题 上 看 ,“ 二 其 
标准 ”依然 由 三 部 分 内 容 组 成 : 

(1) 空间 图 形 (关于 直线 和 平面 的 知识 ); 

(2) 简单 几何 体 的 研究 (关于 柱 体 、 锥 体 和 
球 的 知识 ); 

(3) 空间 向 量 及 其 应 用 . 

其 中 第 (1)、 (2) 部 分 是 所 有 学 生 都 要 学 习 
的 基础 内 容 (简称 “第 一 阶段 ”"), 第 (3) 部 分 是 
将 要 在 理工 科 方 向 发 展 的 学 生 必 学 的 拓展 内 
容 (简称 “第 二 阶段 "). 

虽然 从 标题 来 看 ,“ 二 期 标准 ”关于 立体 几 
何 的 内 容 结 构 与 一 期 标准 ”类 似 , 但 实际 上 对 
各 部 分 内 容 的 教学 要 求 却 与 “一 期 标准 ”有 很 大 
的 差别 .在 “一 期 标准 ?和 “一 期 教材 "中 , 基本 
上 保留 了 传统 的 立体 几何 演绎 系统 的 主干 , 也 
就 是 说 , 学 完 第 八 \ 九 章 后 , 学 生 已 经 达到 了 中 
学 立体 几何 的 教学 目标 , 初步 建立 了 空间 观念 、 
初步 具备 了 对 空间 图 形 的 位 置 关系 .度量 关系 
的 证 明和 计算 的 能 力 . 而 第 十 章 的 空间 向 量 可 
以 说 是 锦 上 添 的 “ 花 ”, 为 空间 图 形 的 研究 再 增 
添 了 一 种 先进 的 工具 而 已 ， 在 “二 期 标准 ”中 ， 
对 第 一 阶段 的 内 容 作 了 很 大 的 删 减 , 教学 要 求 
也 降低 了 很 多 , 具体 包括 : 

(1) 通 过 实例 描述 平面 的 概念 ; 
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法 是 渐变 ,局 部 地 变 . 几 十 年 保持 不 变 , 特 别 是 
面临 21 世纪 而 不 考虑 变革 的 国家 是 没有 的 . 
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(2) 理解 平面 的 基本 性 质 ( 公 理 ); 

(3) 会 用 “和 斜 二 测 "方法 画 简 单 的 几何 体 ; 
(4) 运用 平面 的 基本 性 质 进行 简单 的 演绎 
推理 (演绎 的 内 容 很 少 , 演绎 的 链 很 短 , 只 涉及 
到 公理 的 几 个 推论 、 等 角 定理 , 异 面 直线 的 证 
明 . 对 于 与 直线 、 平面 有 关 的 性 质 定 理 和 判定 
定理 都 不 要 求证 明 ); 

(5) 认 识 直 线 与 直线 、 直线 与 平面 .平面 与 
平面 的 位 置 关 系 , 会 在 简单 情形 下 求 异 面 直线 
所 成 的 角 (不 要 求 计算 线 面 角 、 面 面 角 和 空间 
距离 等 ). 

可 见 ， 对 第 一 阶段 的 学 习 要 求 是 “直观 ”、 
“初步 "、“ 简 单 ” 地 “认识 "和 “理解 ”, 使 学 生 建立 
初步 的 空间 观念 .形成 处 理 空间 问题 能 力 的 基 
础 . 而 对 于 这 个 知识 领域 里 的 证 明 、 计 算 、 应 用 
和 转化 等 能 力 的 教学 要 求 , 都 安排 在 第 二 阶段 
学 习 空 间 向 量 以 后 , 以 空间 向 量 为 工具 再 实现 
的 . 

简单 地 说 ,“ 二 期 标准 "将 立体 几何 分 为 两 
个 阶段 , 第 一 阶段 是 以 直观 图 为 背景 的 综合 几 
何 系统 , 教学 目标 只 要 达到 启蒙 水 平 ; 第 二 阶 
段 是 以 直观 图 和 实数 理论 为 共同 背景 .以 空间 
向 量 为 工具 的 解析 几何 系统 , 教学 目标 要 达到 
掌握 和 应 用 水 平 . 这 种 分 层次 地 设计 教学 目标 
适合 现代 教育 的 理念 . 

从 “一 期 标准 ?看 , 向 量 在 立体 几何 中 的 角 
色 已 经 不 是 锦 上 添 的 “人 花 ”，, 而 已 经 成 为 该 领域 
中 知识 量 最 丰富 .应 用 最 广泛 的 核心 内 容 的 基 
础 和 支撑 . 

3. 为 实现 阶段 性 教学 目标 所 作 的 设计 

(1) 为 了 实现 第 一 阶段 的 教学 目标 , 要 采用 
的 策略 是 充分 利用 学 生生 活 的 现实 空间 和 直观 
感知 , 以 公理 化 的 方式 展开 知识 体系 ,落实 教 
学 目标 . 依据 “一 期 标准 "编写 的 《高 级 中 学 课 
本 数学 (试验 本 )》( 简 称 二 期 教材 ) 是 这 样 设计 
的 : 

i) 以 实物 为 载体 建立 空间 概念 . 

例如 用 光滑 的 桌面 .平静 的 湖面 为 直观 的 
实体 描述 平面 “ 平 "的 特征 , 再 加 上 “没有 厚度 ”、 
“向 空间 无 限 延 伸 ” 这 些 适 度 抽象 的 描述 实现 
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对 “平面 "的 定义 ; 用 标枪 落地 的 形象 描述 直线 
与 平面 的 相交 关系 以 及 线 面 角 的 度量 关系 ; 用 
高 压 电 线 与 地 面 的 关系 描述 直线 与 平面 的 平 
行 关 系 以 及 线 面 距离 的 度量 关系 ; 用 长 方 体 中 
的 异 面 直线 来 形成 异 面 直线 所 成 角 的 概念 ; 用 
直 尺 与 桌面 的 结合 关系 、 自行 车 停放 时 的 稳定 
状态 等 来 确认 公理 的 正确 性 等 . 
过 以 作 图 和 识 图 的 实践 理解 空间 概念 . 
在 第 一 阶段 的 内 容 中 始终 贯穿 着 作 空间 图 
形 的 直观 图 的 要 求 . 例如 , 对 一 个 平面 两 个 相 
交 平面 、 异 面 直线 、 多 面体 和 长 方 体 的 截面 等 
的 画 法 技巧 都 作 了 详细 的 介绍 , 同时 教材 上 也 
展示 了 很 多 空间 图 形 的 直观 图 . 通过 识 图 和 作 
图 促进 学 生 对 空间 图 形 的 认识 和 对 空间 概念 
的 理解 . 
过) 以 几何 语言 .集合 语言 图 像 语言 和 描 
述 性 语言 互相 配合 , 培养 学 生 规 范 、 严谨 的 几 
何 表达 能 力 . 
iv) 初步 尝试 立体 几何 的 推理 方法 . 
虽然 在 第 一 阶段 的 学 习 中 , 对 学 生 的 推理 
能 力 没 有 太 高 的 要 求 , 但 还 是 应 当 让 学 生体 会 
和 尝试 综合 几何 的 演绎 推理 方法 在 空间 的 情 
形 . 具体 地 安排 在 以 下 几 处 : 
公理 1 推论 1 
@ 公理 2 | 三 | 推论 2 
公理 3 
四 公理 4 一 等 角 定 理 ; 
公理 
9 爹 一 八方 体 的 截面 的 理由 
@@ 证 明 两 条 直线 是 异 面 直线 . 
Vv) 认识 简单 几何 体 的 特征 , 会 计算 它们 的 
体积 和 表面 积 . 
落实 以 上 各 步骤 , 使 学 生 初 步 建立 空间 概 
念 、 形 成 处 理 空间 问题 的 能 力 的 基础 . 
(2) 为 了 实现 第 二 阶段 的 教学 目标 所 作 的 
设计 是 : 
i 建立 空间 向 量 的 概念 、 坐 标 , 线性 运算 和 
数量 积 , 理解 它们 的 几何 意义 ; 
ii) 定义 直线 的 方向 向 量 和 平面 的 法 向 量 ， 
使 得 空间 图 形 与 空间 向 量 之 间 建 立 对 应 关系 ; 
ii) 将 空间 直线 .平面 之 间 的 位 置 关 系 转 化 
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成 空间 向 量 之 间 的 关系 , 使 得 对 空间 图 形 之 间 
关系 的 研究 能 转化 为 对 空间 向 量 之 间 关 系 的 
研究 特别 是 两 个 向 量 的 数量 和 
你 .0 一 | 你 | :| lcosb， 
ee 


更 @- 
cos 0= 一 一 和 | 你 | . es 
or D 


分 别 能 够 : 

@ 利用 直线 的 方向 向 量 或 平面 的 法 向 量 
所 成 的 角 解 决 空间 图 形 中 角 的 度量 问题 ; 

@ 利用 一 个 向 量 在 男 一 个 向 量 上 的 投影 
解决 空 < 间 图 形 中 距离 的 度量 问题 ; 

@ 当 0 =0 或 0 = 了 时 , 能 能 证 明 相应 图 形 
的 平行 .垂直 或 重合 (或 包含 ) 等 位 置 关系 . 

在 这 个 阶段 , 与 直线 、 ee 
垂直 关系 的 证 明 ,距离 和 角 的 计算 都 只 需 通 
向 量 坐标 的 计算 就 能 解决 . 0 
离 不 需要 找到 公 垂 线 , 两 个 平面 之 间 的 夹 角 不 
需要 找到 平面 角 , 大 大 降低 了 解 题 的 难度 . 

4. 空间 向 量 与 综合 几何 的 “嫁接 ” 

为 两 个 阶段 的 教学 目标 分 别 作 了 设计 以 
后 , 我 们 还 面临 的 问题 是 , 如 何 将 这 两 个 阶段 
的 内 容 “ 嫁 接 " 起 来 , 才能 保持 数学 知识 体系 特 
有 的 逻辑 有 序 特征 , 才能 使 学 生 同 时 接受 两 种 
方法 , 既 体会 到 综合 方法 的 严谨 和 优雅 , 又 能 
受益 于 向 量 方法 的 通用 性 . 

在 第 二 阶段 的 设计 中 , 我 们 先 要 对 下 列 问 
题 作 出 交代 : 

(1) 一 条 直线 的 方向 向 量 是 否 惟一 ? 不 惟 
一 的 话 , 有 多 少 方向 向 量 ? 这 些 方向 向 量 之 间 
具有 怎样 的 关系 ” 反 过 来 , 一 个 向 量 可 以 作为 
多 少 直 线 的 方向 向 量 ? 这 些 直 线 之 间 具 有 怎 
样 的 关系 ? 

(2) 类 似 地 , 一 个 平面 的 法 向 量 是 否 惟一 ? 
不 惟一 的 话 , 有 多 少 法 向 量 ? 这 些 法 向 量 之 间 
存在 怎样 的 关系 ” 一 个 向 量 可 以 作为 多 少 平 
面 的 法 向 量 ” 这 些 平面 之 间 具 有 怎样 的 关系 ? 

(3) 如 果 直 线 的 方向 向 量 和 平面 的 法 向 量 
都 不 是 惟一 的 , 那么 我 们 用 它们 来 研究 直线 、 
平面 间 的 关系 , 结果 是 一 致 的 吗 ? 该 方法 有 效 


= 
b 
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吗 ? 

对 于 这 些 问 题 , 依据 直线 方向 向 量 和 平面 
法 向 量 的 定义 和 第 一 阶段 所 学 的 公理 、 推论 、 
定理 等 , 如 果 再 借助 于 学 生 的 直观 感知 ,那么 
回答 上 述 问题 不 是 困难 的 ; 但 如 果 只 能 用 严格 
的 演绎 推理 的 方法 , 那么 回答 上 述 问 题 是 相当 
费劲 的 . 为 了 使 学 生 的 精力 集中 于 主要 内 容 的 
学 习 , 在 二 期 教材 中 作 了 如 下 的 设计 : 

(1) 给 出 直线 的 方向 向 量 和 平面 的 法 向 量 
的 定义 : es 

“把 与 直线 1 平行 的 非 零 向 量 d 叫做 直线 
的 一 个 方向 向 量 ”; 

“把 与 平面 7 垂直 的 非 零 向 量 7 叫做 平面 
的 一 个 法 向 量 ”. 

(2) 构 造 一 个 合适 的 推理 平台 : 

不 加 证 明 地 给 出 三 个 被 称 为 基础 命题 的 真 
命题 : 

基础 命题 1 两 条 直线 平行 或 重合 的 充 要 
条 件 是 它们 的 方向 向 量 互 相 平 行 ; 

基础 命题 2 ”一 条 直线 与 一 个 平面 平行 或 
在 一 个 平面 内 的 充 要 条 件 是 直线 的 方向 向 量 垂 
直 于 该 平面 的 法 向 量 ; 

基础 命题 3 两 个 平面 平行 或 重合 的 充 要 
条 件 是 它们 的 法 向 量 互相 平行 

(3) 以 三 个 基础 命 y 题 为 基础 展开 关于 直 
线 、 平面 的 位 置 关 系 的 证 明 . 角 和 距离 的 计算 
等 . 

上 述 第 (3) 部 分 是 学 习 的 主干 内 容 , 由 于 
第 (2) 部 分 的 三 个 基础 命题 把 空间 向 量 完美 地 
“嫁接 "在 综合 几何 上 , 构成 一 个 推理 的 基础 平 
台 . 在 这 个 平台 上 可 以 很 方便 地 利用 向 量 作为 
工具 进行 推理 证 明和 度量 计算 . 

教材 中 没有 对 三 个 基础 命题 进行 证 明 . 如 
果 从 第 一 阶段 学 习 的 内 容 出 发 , 严格 地 证 明 这 
三 个 基础 命题 , 将 需 经 历 宛 长 的 推理 过 程 . 
基础 命题 3 的 证 明 为 例 , 需 涉 及 如 下 众多 命 

@ 如 果 一 a 
交 直 线 , 那么 这 条 直线 就 垂直 于 那 两 条 相交 直 
线 所 确定 的 平面 (由 线 面 垂直 的 定义 和 全 等 三 
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角形 的 判定 ); 

@ 任何 与 平面 法 向 量 平 行 的 向 量 都 是 该 
平面 的 法 向 量 (由 法 向 量 定义 、 等 角 定 理 和 命 
题 四 ) 

@@ 同一 平面 的 法 向 量 相互 平行 (由 法 向 量 
的 定义 、 两 个 向 量 垂直 的 充 要 条 件 和 解 方 程 ); 

@@ 一 个 平面 的 法 向 量 也 是 其 平行 平面 的 
法 向 量 ( 先 用 反 证 法 证 明 平行 平面 被 第 三 平面 
所 截 时 的 截 线 互 相 平 行 , 再 用 等 角 定 理 和 命题 
©); 

@ 平行 平面 的 法 向 量 互相 平行 (由 命题 
.©®); 

@ 具有 相同 法 向 量 的 平面 相互 平 行 ( 用 反 
证 法 ); 

@ 具有 平行 法 向 量 的 平面 相互 平行 (由 命 
题 @、@ ); 

结论 : 两 个 平面 平行 或 重合 的 充 要 条 件 是 
它们 的 法 向 量 相互 平行 (由 命题 @、@ ). 

教材 省 略 了 对 三 个 基础 命题 的 证 明 是 一 种 
新 的 尝试 , 尝试 在 教材 中 将 严密 的 逻辑 性 与 合 
理 的 直观 性 相 结 合 的 策略 . 随 着 科学 技术 的 发 
展 , 要 学 习 的 内 容 越 来 越 多 , 对 于 具有 严格 的 
演绎 传统 的 数学 学 科 , 要 使 学 生 学 到 比较 现代 
的 内 容 , 演绎 的 链 必 定 会 越 来 越 长 , 而 学 校 教 


和 TT 

















An+tl 是 第 n 行 第 (n 十 1) 个 正方 形 的 右 下 端点 ， 
Bi (i 二 1, 2 …, n) 是 第 i 行 第 i 个 正方 形 的 
右 侧 边 的 中 点 . 易 证 A1, Bl A2, B2,…, An, 
Bn 4n+1 这 (27 十 蕊 个 点 共 线 , 从 而 阶梯 形 面 
积 等 于 直角 三 角形 A1CAnt1 的 面积 ， 所 以 有 
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学 的 时 间 毕 竟 有 限 , 适当 地 省 略 一 些 证 明 过 程 
也 是 课程 教材 设计 的 策略 之 一 . 但 为 了 避免 学 
生 对 直观 感知 和 演绎 推理 的 混淆 , 教材 还 特别 
提醒 , 这 三 个 基础 命题 是 可 以 证 明 的 , 但 “我 们 
省 略 了 对 它们 的 演绎 证 明 , 而 只 通过 讨论 或 直 
观感 知 来 确认 它们 的 正确 性 ”; 同时 教材 中 还 
借助 楼 房 的 横梁 , 立柱 、 楼 面 等 实体 让 学 生体 
会 这 三 个 基础 命题 的 正确 性 . 

5. 对 二 期 标准 的 几 点 修改 建议 

(1) 空间 图 形 的 角 和 距离 是 实用 性 很 强 的 
概念 , 学 生 对 它们 的 实际 背景 有 比较 现成 的 经 
验 , 教材 在 第 一 阶段 的 “简单 几何 体 的 研究 ”中 
也 多 处 涉及 角 和 距离 的 概念 ,， 因此 建议 在 “ 空 
间 图 形 ” 的 学 习 中 补充 直线 与 平面 .平面 与 平 
面 所 成 的 角 的 概念 ; 补充 点 到 平面 .平行 的 线 
面 、 平 行 的 平面 的 距离 的 概念 ， 并 在 简单 的 情 
形 下 (不 需 添加 辅助 线 ) 计算 各 种 角 和 距离 . 

(2) 简单 几何 体 的 体积 计算 和 各 种 距离 计 
算 需 要 应 用 线 面 垂 直 的 概念 , 因此 建议 在 “ 空 
间 图 形 ” 的 学 习 中 补充 线 面 垂直 的 定义 ,还 至 
少 要 给 出 一 个 线 面 垂直 的 判定 定理 . 

(3) 在 第 一 阶段 的 学 习 中 , 要 求学 生 掌 握 用 
反 证 法 证 明 异 面 直 线 有 一 定 的 难度 , 建议 是 否 
可 降低 教学 要 求 ? 





TT NN 


13 十 23 十 33 十 …: +n3==(n+1) x n x (1+2+3 
1 


十 …. 十 中 一 ott] =n2(nt1)’. 


1 

4. 令 5% = (1 十 2 十 3 十 … 十 0)2 一 In2(n+ 
1)2， 则 史记 = Sn_1 = nan 十 1)? = i(n 
1)2n? 二 5. 构造 数列 

1 (n= 1), 

Qn 一 

Sn— Sn-1= (nz2), 

所 以 13 十 23 十 33 十 .… :十 m3 一 Ql 十 a2 十 

1 

(Sn — Sn-1)=1-—51 Sn 一 Sn 一 TD2， 
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欣 党 《几何 不 仅仅 是 证 明 》 一 文 随感 
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翻 翻 我 们 的 几何 课本 , 印 入 眼帘 的 是 一 页 
页 的 定义 、 公 理 和 定理 的 罗列 ; 听 听 我 们 的 几 
何 课 , 基本 上 全 是 基本 概念 和 基本 定理 的 记忆 
及 证 明 的 学 习 ; 再 问 问 学 完 的 学 生 特别 是 高 
生 “ 什 么 是 几何 ”时 , 他 们 的 回答 是 “就 是 证 明 
吧 ”, 原因 是 他 们 一 贯 都 是 在 学 习 证 明 一 -证 明 
定理 、 证 明 命 题 . 但 问 及 “什么 是 证 明 ” 时 , 他 
们 却说 其实 我 们 也 没有 理解 证 明 是 什么 ”. 

就 在 这 样 的 大 背景 及 教学 效果 下 , 我 们 的 
学 生 接受 并 完成 了 几何 学 习 . 

其 实 , 我 们 并 不 是 强调 证 明 不 重要 ; 相反 ， 
中 外 的 数学 家 以 及 数学 教育 者 都 很 重视 证 明 
的 学 习 ，Ross (1998) 声称 “数学 的 本 质 在 于 证 
明 ”; Smith 和 Henderson (1959) 也 前 述 :证 明 
的 思想 在 数学 中 起 中 心 枢 纽 的 作用 . 正 是 有 了 
这 种 思想 我 们 才能 揭示 概念 的 内 涵 , 从 而 建立 
概念 间 的 联系 , 发 现 新 的 知识 . 但 是 , 这 并 非 表 
明 在 几何 课 中 我 们 就 要 把 全 部 的 精力 放 在 证 
明 的 学 习 上 . 

不 久 前 ,我 阅读 了 Hoffer 在 《美国 教师 》 
(1981) 上 发 表 的 名 为 《几何 不 仅仅 是 证 明 》 的 
文章 , 感到 他 的 许多 想法 仍然 适用 于 现在 的 几 
何 教 学 . Hoffer 反对 把 证 明 看 作 是 几何 教学 的 
惟一 元 素 . 他 认为 证 明之 外 还 应 该 培养 几何 方 
面 的 其 他 基本 能 力 , 并 描述 了 学 生 思 维 的 发 展 
水 平 . 更 重要 的 是 , Hoffer 提供 了 一 个 框架 , 用 
具体 实例 阐述 了 各 种 能 力 在 各 个 发 展 水平 上 
的 表现 , 为 我 们 的 实际 教学 提供 了 强 有 力 的 工 
具 . 下 面 让 我 们 先 来 具体 看 一 下 Hoffer 所 说 的 
五 种 基本 能 力 . 

1. 直 观 化 能 力 

由 于 几何 是 一 门 直观 化 的 科目 , 而 且 这 种 
直观 化 通常 被 用 作 一 种 证 明 的 工具 , 所 以 学 生 











必须 具有 直观 化 的 能 力 . 为 此 , 学 生 需 要 对 图 
形 和 操作 性 的 工具 多 作 一 些 探索 . 比如 要 求学 
生 在 一 个 四 面体 (如 图 1 所 示 ) 中 找 出 一 形状 为 
和 矩形 的 截面 , 这 样 学 生 就 会 联想 矩形 的 概念 、 
性 质 并 且 探 索 和 矩形 与 其 他 图 形 之 间 的 联系 . 





2. 口 头 表达 能 力 

几何 比 其 他 数学 科目 更 强调 语言 的 使 用 . 
在 几何 课 中 , 学 生 要 学 习 大 量 几 何 词汇 , 还 有 
精确 的 几何 定义 以 及 描述 图 形 性 质 和 图 形 间 
关系 的 公理 和 命题 . 因此 , 学 生 要 具备 一 定 的 
口头 表达 能 力 . 

可 是 , 当 要 求学 生 口 头 描述 一 个 已 经 学 过 
的 几何 概念 时 , 他 们 往往 会 遇 到 相当 大 的 困难 
(“我 理解 这 个 概念 , 但 是 我 说 不 出 来 " ). 通常 ， 
学 生 会 用 很 不 精确 的 语言 去 表达 . 比如 有 一 
个 学 生 这 样 描述 圆 :“ 圆 就 是 圈 状 的 曲线 .” 而 
且 他 还 把 垂 线 说 成 是 “经 过 中 点 的 直线 ". 上 述 
情况 的 发 生 可 能 是 教学 上 的 原因 :在 学 生 有 机 
会 用 自己 的 语言 表达 概念 从 而 意识 到 自己 的 
阐述 缺乏 精确 性 之 前 , 我 们 总 是 把 严密 的 定义 
强加 给 学 生 . 如 此 一 来 , 学 生 只 有 被 动 地 接受 
而 不 能 真正 地 理解 . 

3. 画 图 能 力 

几何 主要 处 理 平面 和 空间 的 数量 和 位 置 关 
系 , 因此 图 形 是 必 不 可 少 的 . 所 以 在 几何 课 上 
我 们 应 该 多 设计 一 些 画 图 练习 , 发 展 学生 的 画 
图 能 力 . 同时 这 些 练习 也 为 学 生 学 习 图 形 关 系 
做 好 了 准备 . 
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通过 尺 规 作 图 , 学 生 会 全 面 理解 图 形 的 性 
质 ; 使 用 坐标 纸 学 生 可 以 画 出 二 维和 三 维 图 形 ， 
从 而 更 有 效 地 学 习 面 积 、 体积 以 及 相似 的 知识 . 
例如 要 求学 生 画 出 一 个 盒子 , 使 它 的 所 有 边 长 
与 给 定 盒子 的 边 长 成 常数 比 ， 比 如 说 成 两 倍 . 
这 样 学 生 就 会 分 析 图 形 , 运用 比率 和 比例 的 知 
识 去 解决 问题 从 而 考虑 有 关 相 似 的 知识 . 

4. 逻辑 能 力 

几何 是 一 门 帮助 学 生 学 着 去 分 析 论 证 的 逻 
辑 形式 , 从 而 去 辨认 日 常生 活 中 的 有 效 说 理 和 
无 效 说 理 的 科目 . 

遗憾 的 是 , 几何 教学 只 是 鼓励 学 生 记 忆 而 
不 是 理解 知识 . 一 些 学 完 几 何 的 学 生 说 是 通过 
记忆 命题 的 证 明 来 学 习 几 何 的 . 这 样 学 生 连 最 
基本 的 逻辑 推理 规则 都 不 能 掌握 , 更 别 说 发 展 
他 们 的 逻辑 能 力 ! 

当然 这 并 不 是 几何 课程 设置 的 原因 , 而 是 
我 们 的 教学 存在 着 很 大 的 缺陷 . 因为 我 们 总 是 
在 课堂 上 把 一 大 堆 的 逻辑 规则 全 部 展示 给 学 
生 , 没有 给 他 们 自己 去 领会 和 理解 的 时 间 和 机 
会 , 所 以 我 们 在 向 学 生 罗 列 所 有 的 逻辑 规则 之 
前 , 应 该 让 学 生 尽 可 能 多 地 接触 一 些 使 用 非 数 
学 语言 及 符号 或 是 使 用 图 形 或 图 片 的 表达 . 这 
样 他 们 会 慢 慢 地 意识 到 非 数 学 语言 以 及 图 形 
或 图 片 在 表达 上 的 模糊 性 , 意识 到 要 使 用 更 精 
确 的 表达 方式 , 从 而 主动 地 使 用 逻辑 规则 . 

同时 , 我 们 还 应 该 更 多 地 关注 这 样 的 练习 : 
给 出 一 些 几 何 图 形 , 并 给 定 一 些 已 知 条 件 ， 然 
后 让 学 生根 据 给 定 的 条 件 推出 一 些 结论 . 

如 图 2 所 示 ， 梯形 了 HOR 满足 下 列 条 件 
RO = 15cm, RT = 13cm, OH = 20cm, 问 若 
要 求 出 梯形 了 HOR 的 面积 , 这 些 条 件 是 否 足 
够 ” 如 果 不 够 , 你 至 少 还 要 知道 哪个 或 哪些 条 
件 ? 


























找到 形状 为 矩形 的 
截面 吗 ? 
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图 2 

这 样 学 生 就 会 研究 给 定 的 条 件 , 去 推出 必 
须 使 用 而 已 知 中 没有 给 出 的 条 件 , 从 而 解决 问 
题 . 这 种 练习 可 以 在 学 习 形 式 化 的 证 明之 前 培 
养 学 生 的 逻辑 说 理 能 力 , 进而 为 理解 性 地 学 习 
证 明 做 好 充足 的 准备 . 

5. 运 用 能 力 

古 希腊 人 用 词 “mathema”(ja9mna) 来 表 
示 “ 要 学 习 的 知识 ”. 他 们 把 数学 看 作 是 一 种 对 
自然 现象 的 深层 次 的 研究 . 毕 达 哥 拉 斯 学 派 还 
用 数学 为 音乐 和 艺术 作 解 释 . 我 们 把 这 种 从 数 
学 角度 去 描述 和 解释 现象 及 其 他 科学 的 思想 
称 为 数学 建 模 . 数学 建 模 被 运用 于 各 种 各 样 的 
领域 , 诸如 农业 、 和 生物、 商业 、 地 理 和 心理 学 
等 等 , 范围 相当 广泛 . 

为 此 , 我 们 应 该 在 发 展 学 生 的 建 模 能 力 上 
多 投入 些 精力 . 在 几何 课 上 , 要 为 学 生 展 现 几 
何 知识 在 实际 应 用 中 的 例子 , 例如 几何 在 农业 、 
航空 业 和 工程 学 上 的 运用 , 以 及 几何 被 律师 用 
作 说 理工 具 的 事例 . 

以 上 是 Hoffer 的 有 关 几 何 学 习 的 5 种 基本 
能 力 的 介绍 . 

1959 年 , P.H.Van Hiele (荷兰 教师 ) 报 告 了 
有 关 几 何 思维 发 展 水 平 的 研究 . 他 们 确定 了 5 
个 发 展 水 平 ( 详 见 本 期 第 4 5 页 “ 范 ; 希 尔 的 6 个 
思维 水 平 ”一 文 ). 

Hoffer 用 一 个 二 维 表 格 清晰 地 刻画 了 5 种 
基本 能 力 在 不 同 发 展 水 平 上 的 表现 ( 表 一 ). 





矩形 纸 可 以 卷 成 直 | 在 其 它 儿 何 系 统 中 
圆柱 体 ， 若 要 卷 成 | 是 否 存在 对 角 线 不 
斜 圆柱 体 ， 则 需要 | 相等 的 矩形 ? 

什么 形状 的 纸张 ? 
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给 定 抢 形 4BPCD， 
间 : 

1. 将 AC 和 BD 称 
作 什 么 ? 

2. 求 和 <ABC 的 对 
角 . 
3. 哪 条 边 与 边 有 BC 
相 邻 ? 

用 坐标 纸 画 长 为 7 
个 单位 ， 宽 为 4 个 
位 的 矩形 WXYZ. 








矩形 旋转 了 一 个 角 
度 ， 现 如 图 所 示 ， 
请 问 现在 的 图 形 还 
是 矩形 吗 ? 


一 


描述 在 教室 里 及 在 
运动 场 上 观察 到 的 
具有 算 形 形状 的 实 
物 . 
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列举 出 所 有 你 所 了 | 叙述 矩形 的 简短 定 | 判断 哪个 是 定义 、 


解 的 矩形 的 性 质 . 


根据 给 定 的 一 条 边 
和 一 条 对 角 线 的 长 
度 ， 构 造 矩 形 . 





矩形 的 面积 能 由 它 
的 周 长 决 定 吗 ? 若 
两 个 矩形 有 相等 的 
周 长 ， 则 它们 面积 
相等 吗 ? 


若 一 块 矩 形 区 域 长 
为 100 米 ,那么 要 画 
一 张 此 区 域 的 比例 
为 1:1000 的 地 图 ， 
则 地 图 纸 的 最 小 长 
度 为 多 少 ? 














通过 前 面 关 于 几何 基本 能 力 各 思维 发 展 水 





平 的 介绍 , 我 们 可 以 更 全 面 . 更 深入 地 了 解 学 生 


义 和 标 准 化 定义 . 


给 定 矩 形 凡 XYZ 


公理 、 定理 : 
1. 矩 形 是 有 直角 的 
平行 四 边 形 , 

2. 移 形 的 面积 是 相 
邻 两 边 长 度 之 积 . 
3. 两 对 角 线 垂直 的 
矩形 是 正方 形 . 

下 图 是 两 个 相同 的 














解释 为 什么 在 非 欧 
儿 何 中 不 存在 和 矩形? 


给 定 一 个 圆 ， 能 否 





和 公 ABC, 仅 用 圆 
规 和 直 尺 作 一 个 内 
接 于 人 4BC 并 与 
矩形 WXY2 相 似 
的 矩形 . 





判断 正 误 : 


1. 矩 形 都 是 正方 形 . 
2. 正 方形 都 是 矩形 . 


3. 若 一 个 平行 四 边 
形 的 两 条 对 角 线 相 
等 ， 则 它 是 抵 形 . 


圆柱 体 ， 请 画 出 它 
们 的 公共 部 分 . 


若 一 个 四 边 形 的 两 
条 对 角 线 相等 则 它 
是 矩形 . 请 先 判 断 
正 误 , 再 进行 证 明 . 





内 接 于 一 个 给 定 三 
角形 的 矩形 的 最 大 
面积 是 多 少 ? 


418-422. 


设计 一 个 活塞 ， 使 
其 能 完全 无 空 阶地 
通过 下 面 图 所 示 的 


三 个 空洞 . 














本 








只 使 用 圆规 和 直 尺 
构造 一 个 与 此 圆 面 
积 相等 的 矩形 ? 





矩形 在 非 欧 儿 何 中 
不 存在 ， 那 么 如 何 
求 非 欧 几何 中 图 形 
的 面积 ? 





世界 地 图 上 显示 的 
一 个 矩形 区 域 实际 











Points.” Mathematics Teacher 64(May 1977): 


[2] Hoffer, Alan. Geometry. A Model of 
the Universe. Menlo Park: Addision—Wesle- 
yan University. 1975. 


是 如 何 学 习 几 何 的 , 从 而 可 以 改进 教学 , 为 学 
生 提 供 更 多 的 机 会 去 获得 更 丰富 的 学 习 体 验 . 
可 能 对 于 我 们 来 说 , 最 困难 的 是 要 克服 我 们 自 
己 对 于 几何 教学 与 学 习 的 观念 一 在 他 们 高 中 
阶段 的 几何 学 习 中 形成 的 . 希望 这 篇 文章 能 够 
对 老师 有 一 定 的 启示 , 即 几何 不 仅仅 是 证 明 ! 
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一 次 关于 排列 组 合 的 数学 建 模 教学 活动 


164300 黑龙 江 省 黑河 学 院 数 学 系 由 金玲 原 乃 科 








随 着 我 国 新 一 轮 课程 改革 的 不 断 深 入 ， 数 
学 建 模 " 不 仅仅 以 竞赛 的 形式 出 现 , 我 国 《 普 通 
高 中 数学 课程 标准 (实验 )》 也 要 求 把 数学 建 模 
教学 渗透 到 每 个 教学 模块 或 专题 之 中 .显然 ， 
数学 建 模 教学 已 经 成 为 高 中 数学 课程 改革 中 
一 个 重要 的 热门 话题 ， 下 面 是 一 次 以 “茶几 个 
元 素 不 在 茶几 个 位 置 上 ”为 题 的 建 模 活动 课 的 

一 、 创 设 问题 情景 , 选编 合适 的 应 用 题 

教师 :让 我 们 先 做 一 个 游戏 , 以 四 个 小 组 为 
单位 , 每 组 抽出 四 名 同学 , 带 着 自己 的 椅子 , 各 
自 围 成 一 圈 儿 坐 好 , 当 我 喊 “预备 开始 "之 后 ， 
组 的 四 名 同学 都 起 立 , 再 重新 坐 下 , 如 果 不 许 
再 坐 到 自己 的 位 置 上 , 一 共有 多 少 种 不 同 的 坐 
法 . 

















学 生 兴 致 勃 勃 地 参与 进来 , 被 抽 到 的 同学 
不 加 思索 地 开始 抢 着 往 其 余 的 三 个 位 置 上 坐 ， 
慌乱 一 阵 之 后 才 意 识 到 必须 有 组 织 、 有 顺序 
地 进行 同时 有 的 同学 意识 到 : 这 是 一 道 排列 
组 合 的 应 用 问题 , 四 名 以 外 的 同学 有 的 指挥 着 ， 
有 的 记录 着 , 有 的 拿 起 笔 计算 起 来 . 没 过 一 会 ， 
有 三 个 组 很 快 得 到 了 答案 . 
第 一 组 利用 乘法 原理 :C3C3(43 一 1) =9 





(种 ); 
第 二 组 利用 加 法 原理 :3 十 3 十 3=9 (种 ); 

第 三 组 利用 逆向 思维 的 方法 从 全 排列 中 减 
去 不 符合 条 件 的 排列 数 , 得 到 : 

A4 一 443 十 642 一 4 十 1 = 二 9( 种 ); 

最 慢 的 是 第 四 组 , 他 们 没有 想到 用 排列 组 
合 知识 去 解决 问题 , 完全 是 一 个 一 个 排 的 , 答 
案 也 是 9 (种 ). 

教师 :同学 们 把 一 场 普通 的 游戏 变 成 了 数 
学 游戏 . 看 来 , 数学 就 在 我 们 身边 , 知识 是 我 们 


最 好 的 帮手 . 今天 这 个 游戏 是 1994 年 全 国 高 
考 的 一 道 数学 选择 题 , 属于 “4 个 元 素 的 全 排列 
中 , 某 4 个 元 素 不 能 在 茶 4 个 位 置 上 ”的 排列 组 
合 应 用 问题 . 同学 们 已 经 用 不 同 的 方法 得 到 了 
解决 , 就 让 我 们 从 这 道 高 考题 出 发 , 开始 今天 
的 数学 建 模 活动 吧 . 

二 、 抽 象 概括 , 建立 模型 , 导入 学 习 课题 

教师 :如 果 让 大 家 来 改编 这 道 高 考题 , 你 们 
将 做 怎样 的 改编 ? 请 尽 可 能 地 用 数学 语言 描述 
你 改编 的 问题 . 

经 过 一 番 讨 论 , 学 生 将 原 题 做 了 许多 变换 ， 
举例 如 下 : 

问题 1 4 个 人 围 坐 一 圈 , 撤 掉 第 一 (或 二 ) 
把 椅子 后 , 4 人 站 起 来 之 后 , 抢 坐 到 剩 下 的 3 (或 
2) 把 椅子 上 , 每 人 都 不 能 坐 在 自己 的 椅子 上 , 有 
多 少 种 坐 法 ? 即将 问题 的 全 排列 改 为 选 排列 ， 
其 中 有 3 个 元 素 不 在 某 3 个 位 置 上 . 

问题 2 5 或 6、7、…、n 个 人 围 坐 一 圈 ， 
站 起 来 之 后 , 都 不 坐 在 自己 的 椅子 上 , 有 和 多少 
种 坐 法 ? 即将 4 的 全 排列 扩大 到 的 全 排列 ， 
其 中 % 个 元 素 不 在 某 n 个 位 置 上 . 

问题 3 从 红 、 黄 、 蓝 、 白 、 绿 、 棕 、 黑 7 
个 小 球 中 选 出 5 个 , 分 别 放 入 红 、 黄 、 蓝 、 白 、 
黑 5 个 小 口袋 中 , 知 不 允许 混 放 (不 相同 的 颜色 
的 球 放 在 一 个 袋子 中 ), 也 不 允许 同色 (小 球 的 
颜色 与 口袋 的 颜色 相同 ), 则 有 多 少 种 不 同 的 放 
法 ? 

教师 :同学 们 将 问题 的 空间 已 经 拓展 开 了 ， 
如 果 我 们 用 数字 、 数 学 符号 或 数学 语言 将 以 上 
问题 概括 起 来 , 应 该 怎样 描述 ? 

学 生 :以 上 实际 问题 用 数学 语言 表述 为 : 

从 nn 个 不 同 的 元 素 中 取出 m(m < n, m、 
n € NN) 个 元 素 的 排列 中 , 如 果 其 中 有 qd (gq < 
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m) 个 元 素 分 别 不 在 某 4 个 位 置 上 的 排列 数 是 
多 少 ? 

开始 时 , 学 生 考虑 不 到 m、g 的 取 值 范围 ， 
在 教师 的 启发 下 得 到 

三 、 研 究 模 型 , 形成 数学 知识 

教师 :我 们 已 经 将 实际 问题 转化 为 纯粹 的 
数学 问题 了 , 今天 我 们 就 来 探讨 能 否 找到 解决 
这 类 问题 的 一 个 数学 模型 . 所 谓 数学 模型 是 指 
由 数字 、 字母 .或 其 他 数学 符号 组 成 的 , 描述 现 
实 对 象 数量 规律 和 空间 特征 的 数学 结构 . 

如 何 研究 呢 ? 当 我 们 感到 茫然 没有 头绪 时 ， 
不 要 忘记 至 理 名 言 : 回 到 原点 吧 ! 这 是 一 个 重 
要 的 科学 思想 方法 . 事物 的 原点 常常 是 取 之 不 
尽 、 用 之 不 竭 的 源泉 . 当 一 个 一 般 问 题 不 易 解 
决 时 , 可 以 附加 一 些 条 件 , 将 它 转化 为 特殊 问 
题 , 即 : 一般 < 党 特殊 , 这 也 是 化 简 一 个 问题 党 
用 的 思维 模式 . 我 们 不 妨 把 问题 先 化 简 , 请 看 : 

问题 4 有 5 把 椅子 排 成 一 排 摆 放 在 前 边 
从 7 人 中 选 出 5 人 坐 在 椅子 上 , (1) 若 甲 不 坐 在 
第 一 位 有 多 少 种 坐 法 ? (2) 若 甲 不 坐 在 第 一 位 、 
乙 不 坐 在 第 二 位 有 多 少 种 坐 法 ? (3) 若 甲 不 坐 
在 第 一 位 、 乙 不 坐 在 第 二 位 、 丙 不 坐 在 第 三 位 
有 多 少 种 坐 法 ? (4 若 甲 不 坐 在 第 一 位 、 乙 不 
坐 在 第 二 位 、 丙 不 坐 在 第 三 位 、 丁 不 坐 在 第 四 
位 有 多 少 种 坐 法 ? 即将 全 排列 改 为 选 排列 , 分 
别 求 出 1 个 、2 个 、3 个 、4 个 元 素 不 在 某 1 个 、 
2 个 、3 个 、4 个 位置 上 的 排列 数 . 

请 同学 们 试 一 试 如 果 运 用 你 们 解决 游戏 问 
题 的 思考 方法 能 否 解决 问题 4 呢 ? 

由 于 问题 4 充分 体现 了 “ 某 几 个 元 素 不 能 
在 某 几 个 位 置 上 ”的 特点 , 大 多 数学 生 都 能 够 运 
用 第 三 组 同学 的 逆向 思维 的 “ 减 去 法 "解决 (1)、 
(2), 就 此 引导 学 生 开始 探讨 . 

(7 人 中 选 出 5 人 排 坐 在 椅子 上 的 坐 法 有 
4 = 2520 种 坐 法 ， 甲 坐 在 第 一 位 的 坐 法 有 
44 = 360 种 , 用 “ 减 去 法 " 则 甲 不 坐 在 第 一 位 
的 坐 法 有 : 

4 全 一 48= 2160( 种 ); 

(2) 甲 坐 在 第 一 位 或 乙 坐 在 第 二 位 的 坐 法 
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有 244， 从 上 与 中 减 去 244 时 ， 甲 坐 在 第 一 位 
且 乙 坐 在 第 二 位 的 排 法 减 重复 了 , 所 以 要 加 上 
息 , 所 以 甲 不 在 第 一 位 日 乙 不 坐 在 第 二 位 的 排 
法 有 : 

4? 一 248 十 43 == 1860 (种 ). 

教师 :我 们 现在 不 去 研究 所 得 到 的 结果 是 
多 少 , 我 们 最 为 敏感 的 是 得 到 正确 答案 的 数学 
模型 是 什么 ? 为 了 便于 我 们 观察 和 描述 模型 
的 整体 性 和 规律 性 , 我 们 能 否 尽 可 能 地 用 原始 
的 数据 或 数学 符号 来 表示 这 个 模型 呢 ? 例如 : 
AS SA 

学 生 : 45 248 十 A3 一 A5 一 C1A5-1+ 
COTA 2 

教师 :有 了 (2) 的 分 析 过 程 , 我 们 能 否 尝试 
用 同样 的 方法 来 解决 问题 (3) 呢 ? 

教师 引导 学 生 讨 论 : 

(3) 根 据 乘法 原理 先 选 后 排 , 从 甲 、 乙 、 丙 
中 每 次 选 出 一 人 坐 在 他 不 该 坐 的 位 置 上 的 排 
列 数 为 Cj : 4 种 , 其 中 重复 出 现 了 从 甲 、 乙 、 
两 中 每 次 选 出 两 人 坐 在 他 们 不 该 坐 的 位 置 上 
的 排列 数 有 C3 . 点 种 , 同 理 , 在 C3 . 4 中 又 重 
复出 现 了 从 甲 、 乙 、 丙 三 人 中 每 次 选 出 三 人 坐 
在 他 们 不 该 坐 的 位 置 上 的 排列 数 C3. 42, 所 以 
甲 不 坐 在 第 一 位 、 乙 不 坐 在 第 二 位 、 丙 不 坐 在 
第 三 位 的 坐 法 有 : 

A7 —[C3: A — (C3 .4 人 一 C3 .43 

=47 — C3A7-1 + C3A7-2 一 C347-3 

=A? + (-1) C3A7-1 十 (一 DC347-2 

+ (—1)3C3.A7-3 

二 1608 种 . 

教师 :同学 们 由 (3) 的 结论 , 是 否 可 以 推广 
得 出 (4 呢 ? 

学 生 : (4) 甲 不 坐 在 第 一 位 、 乙 不 坐 在 第 二 
位 、 丙 不 坐 在 第 三 位 、 丁 不 坐 在 第 四 位 的 坐 法 
有 : 














A5 — {C1Aé — [C2A8 — (C343 — C4A3]} 
= A3+(-1)'C1A7-1 + (—1)?C?A7-2 
+(—1)3C3A7-3 + (—1)*C4 A7-14 

二 1395 种 . 
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教师 :通过 以 上 分 析 , 同学 们 用 不 完全 归纳 
法 来 猜想 一 下 我 们 最 终 要 得 到 的 模型 ? 
经 过 一 番 讨 论 、 争 议 、 修 改 得 到 : 
“从 只 个 不 同 的 元 素 中 取出 mm (mm < n,m、 
n E NN) 个 元 素 的 排列 中 , 其 中 有 gq(g < mm 个 
元 素 al， Q2,，*……， ag 分 别 不 在 某 g 个 位 置 41， 
A2,…, A4g” 上 的 排列 数 模型 为 : 
人 
十 (一 1)”Co A 十 :十 (DC340 
(r<a<m<n,m.neN). (1) 
四 、 检 验 模 型 是 否 正确 
教师 :由 于 实际 问题 情境 的 复杂 性 、 开 放 
性 和 我 们 已 有 数学 知识 经 验 的 局 限 性 、 差 异 
性 , 根据 我 们 自己 的 理解 所 建立 的 数学 模型 往 
往 也 存在 缺陷 , 可 能 会 使 建立 的 数学 模型 以 及 
模型 求 出 的 解答 脱离 实际 情况 或 没有 实用 价 
值 . 因此 , 必须 对 模型 的 解 进 行 验证 , 如 果 验 证 
发 现 依据 模型 求 出 的 解答 与 现实 的 结果 不 一 
样 , 就 需要 修正 模型 或 重新 建立 模型 , 再 重新 
求解 、 检 验 , 直至 得 到 满意 的 结果 为 上 . 
今天 我 们 所 得 到 的 数学 模型 是 一 个 与 自然 
数 有 关 的 数学 公式 , 因此 , 也 可 以 利用 数学 归 
纳 法 验证 . 
教师 引导 学 生 完 成 : 
证 明 : 1? g = 工时 , 即 从 7 个 不 同 元 素 中 取 
出 m 个 元 素 , 其 中 有 一 个 元 素 不 在 某 个 位 置 上 
的 排列 数 用 “ 减 去 法 ?得 : A 一 47 
由 模型 (1) 得 4% +(-1)1C1iA%-7 一 48 
一 .48 
说 明 g = 1 时 数学 模型 (1) 是 正确 的 ; 
2° 假设 9 = Ek(keEN,k+1l<m<n) 时 
数学 模型 正确 , 即 从 nn 个 不 同 元 素 a1, a2,…， 
an 中 取出 m 个 元 素 , 其 中 有 不 个 元 素 a1，a2， 
…,， Qk 不 在 某 k 个 位 置 A41，A2, …，,， Ak 上 的 
排列 数 为 : 
A 
A (OA 
(r<k+l<me<n). (2) 
那么 , 当 g = 下 十 1 时 , 即 有 ai，a2，……， 
Qk+1 分 别 不 在 Ai, 4A2,…，, Ax， Ap+1 < 
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利用 "“ 减 去 法 "， 从 模型 (2) 中 减 去 ak+1 在 
Ax+1 的 排列 数 , ak+1 在 4k+1 的 排列 数 为 
Ami +(-1)!O A +(-1)C¢Am 
Fo (OL AN i (Ok: 
A (keENrS<kt+l<m<n). (3) 
(2) 一 (3) 即 得 
Am +[(—1)1CL A — Am] 
十 [一 D2C247 2 —(—1) OFA] + 
+[(—1)"CrA® — (—1)" 1Cr Am A] 
+ 十 [(—1)*CE A 
UCDO A A 
二 A 十 (—1)1A™ (CH 十 1) 十 (—1)?Am™> 
(CR + OE) + + (1)" Ar (C+ 


On Em (STA (OT 
—(—1)*Ok. A Hy. (4) 


因为 Ci 十 1= CR 
OKT OF SO; 





CE SS = OR 

Ck = Ck 

—(—1)*CEA™ EY 

en 

代入 (4) 式 得 

AT+(—1) Ch 1 4 十 ， “ -十 (一 IC 
A + (lt1ORt AT) 

即 为 4 三 及 十 1 时 的 数学 模型 (1). 

所 以 gq = 上 十 1 时 成 立 . 

由 1*、2° 可 知 对 于 任意 的 9 E N(g < 
m < n) 都 有 : 

从 nn 个 不 同 的 元 素 中 取出 m 个 元 素 的 排列 
中 , 某 g 个 元 素 不 在 某 9 个 位 置 的 排列 数 数学 模 
型 为 

471 十 人 DJ1CJT47 + 1) Or A 
+ 二 +(-1)’CIAn yy (gm<n). 

证 毕 . 

五 、 解 决 实际 应 用 问题 , 享受 成 功 的 喜悦 

教师 :让 我 们 再 回 到 起 点 , 用 我 们 得 到 的 数 
学 模型 来 解决 同学 们 所 改编 的 数学 问题 , 来 体 
会 它 的 实际 应 用 价值 , 体验 所 学 知识 的 用 途 和 
益处 , 享受 成 功 的 喜悦 . 
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学 生 解 决 问 题 : 
问题 1 这 是 “从 4 个 元 素 中 取出 3 个 元 素 
的 选 排列 , 其 中 坐 在 第 二 、 第 三 、 第 四 把 椅子 
的 人 分 别 不 能 排 在 第 二 、 第 三 、 第 四 位 (没有 
第 一 位 )” 的 问题 , 由 此 得 到 : 

43 一 Cd343 十 C24 一 C3490 =11. 

问题 2 给 6 名 同学 编号 为 Ql、a2、as、 
a4、Q5、Qa6, 原来 的 座位 分 别 为 41、42、43、 
44、45、46. 

此 问题 属于 a1、a2、a3、Qa4、a5、Qa6 这 6 
个 元 素 的 全 排列 中 : al 不 能 在 A1 上 , a2 不 能 在 
42 上 ,as 不 能 在 4s 上 , a4 不 能 在 44 上 ，a5 不 
能 在 45 上 , a6 不 能 在 46 上 . 

由 模型 1) 得 每 名 同学 不 在 自己 的 座位 上 
的 不 同 坐 法 有 : 

6!— C45!+ C24!— C83!+ C82!— C81!+ 
C90! = 265 种 . 

问题 3 从 7 个 不 同 颜色 的 小 球 中 选 出 5 个 
分 别 放 在 5 个 小 口袋 中 的 排列 数 为 4?, 而 排除 
红 、 黄 、 蓝 、 白 、 黑 5 个 小 球 放 在 它们 各 自 相 同 颜 
色 的 口袋 中 , 属于 从 7 个 元 素 中 取出 5 个 元 素 ， 
且 5 个 元 素 分 别 不 能 在 5 个 位 置 的 选 排列 问题 ， 
由 模型 (1) 得 到 有 如 下 放 法 : 

A5 — CiAE + OPA — C38A2 二 COL4 一 
0349 = 1214 种 . 

六 、 归 纳 总 结 , 深化 目标 

教师 :现在 请 同学 们 分 组 讨论 :通过 以 上 建 
模 活动 , 你 有 怎样 的 体会 和 感受 ? 

学 生 分 组 讨论 , 教师 到 各 组 参与 和 指导 , 最 
后 由 各 组 派 一 名 同学 发 言 . 

学 生 1: 这 个 模型 太 有 用 了 , 过 去 我 们 只 能 














和 TTT 


(上 接 第 5-25 页 ) 
数学 世界 , 也 给 了 学 生 一 个 妙趣 横生 的 “游戏 
平台 ”, 体现 了 “ 富 教 于 乐 ” 的 教学 模式 ， 当 然 ， 
有 一 点 必须 明确 , 数学 游戏 不 能 单纯 使 学 生 停 
留 在 "好玩 " 上 , 教师 必须 引导 学 生 在 游戏 中 通 
过 亲身 参与 和 独立 探索 , 建构 自己 的 数学 知识 ， 
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解 “两 个 元 素 不 在 茶 两 个 位 置 上 ”的 问题 , 现在 
无 论 几 个 , 都 可 以 解决 了 . 

教师 :这 是 我 们 第 一 个 收获 , 实现 了 我 们 研 
究 问 题 的 目标 . 

学 生 2: 这 个 模型 不 仅 有 用 , 而 且 还 好 记 , 非 
常 有 规律 , 与 “二 项 式 定 理 ” 的 形式 相仿 . 

教师 :这 是 我 们 今天 的 第 二 个 收获 , 那 就 是 
同学 们 体会 到 了 数学 的 美 , 发 现 此 数学 模型 不 
仅 体 现 了 它 的 适用 性 、 可 操作 性 的 内 在 美 , 还 
充分 表达 了 它 的 对 称 性 、 规 律 性 的 外 在 美 , 在 
我 们 的 学 习 中 , 正 需要 注意 培养 这 种 美感 ， 即 
对 美的 追求 和 对 美的 敏感 性 . 我 们 是 否 可 以 猜 
想 , 随 着 现代 科技 的 不 断 发 展 , 概率 与 统计 知 
识 越 来 越 贴近 我 们 , 此 数学 模型 的 应 用 将 越 来 
越 广 泛 , 人 们 会 不 会 把 它 与 “二 项 式 定 理 " 相 媲 
美 呢 ? 

学 生 3: 我 们 对 建 模 的 过 程 中 所 采用 的 “类 
比 "、“ 归 纳 、“ 从 特殊 到 一 般 ” 的 方法 有 了 深 
刻 的 认识 . 

教师 :这 是 我 们 的 第 三 个 收获 , 也 是 最 重要 
的 , 建 模 的 过 程 教会 了 我 们 学 习 和 研究 问题 的 
思想 方法 和 思维 模式 , 这 是 我 们 学 习 的 最 终 目 
标 . 

学 生生 今天 我 们 是 利用 " 减 去 法 "得 到 数学 
模型 的 , 我 们 在 解决 原始 问题 时 , 是 利用 了 乘 
法 原理 ”, 我们 大 家 在 想 :可 不 可 以 利用 这 种 方 
法 也 能 建立 数学 模型 呢 ? 

教师 :当然 可 以 , 多 个 问题 一 个 模型 , 一 个 
问题 多 个 模型 , 这 是 数学 建 模 所 提倡 的 . 今天 
的 第 四 个 收获 就 是 :同学 们 已 经 有 了 数学 建 模 
的 意识 , 对 数学 建 模 产 生 了 兴趣 . 其 实 , 在 我 们 
的 生活 、 生 产 、 科 技 实践 中 , 有 许 许多 多 有 价 
值 的 东西 , 都 值得 我 们 去 探讨 、 去 研究 . 


mrOrwrOrOrOrOrrOrOrrOrOrwrr rr rr rr rr 


获得 对 数学 的 理解 , 拓宽 解 题 思路 , 使 数学 真 
正 起 到 思维 磨 刀 石 的 作用 . 

苏 霍 姆 林 斯 基 说 过 :世界 通过 游戏 展现 在 
孩子 面前 , 人 的 创造 才能 常常 在 游戏 中 表现 出 
来 , 没有 游戏 也 就 没有 充分 的 智力 发 展 .这 名 
话 是 我 这 篇 文章 的 一 个 很 好 的 诠释 . 
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笔者 结合 个 人 的 教学 实践 , 就 如 何 上 好 高 
中 数学 复习 课 谈 谈 一 些 看 法 . 

一 、 坚 持 以 学 生 为 本 、 以 教师 为 导 的 复习 
原则 , 构建 科学 的 复习 体系 

为 了 减少 复习 课 的 随意 性 和 盲目 性 , 教师 
应 依据 不 同 单元 的 特点 和 学 生存 在 的 问题 , 有 
针对 性 地 制定 目标 . 为 达到 这 个 目标 , 要 分 阶 
段 循序 渐进 、 统 筹 安排 . 

1. 梳 理 知识 网 络 , 整体 把 握 知 识 体系 , 提高 
学 生 的 归纳 能 力 

通过 对 知识 的 回顾 与 梳理 , 弥补 遗忘 点 , 使 
点 点 成 线 , 线 线 成 面 , 让 学 生 对 所 学 过 的 内 容 
能 按 一 定 的 关系 , 构成 一 个 有 顺序 的 有 层次 
的 、 较 系统 的 知识 网 络 , 它 是 一 个 整合 过 程 , 而 
整合 了 的 知识 最 易 生根 发 芽 , 记忆 深刻 . 

如 :在 学 习 完 “数列 、 数 学 归纳 法 及 数列 极 
限 ” 一 章 后 , 让 学 生 课 前 先 复 习 课 本 知识 , 在 此 
基础 上 , 对 所 学 内 容 各 自 做 好 这 一 章节 的 知识 
归纳 , 之 后 在 课堂 上 交流 , 共同 串讲 , 优势 互补 ， 
构成 一 个 有 序 的 、 有 层次 的 知识 网 络 , 最 终归 
结 出 这 章 知识 体系 是 : 
(1) 给 出 前 几 项 (列举 ) 
(给 出 省 大 
天 | 人) 上 前 ”项 有 3 | | | 
(3) 前 nn 项 和 公式 


(4) 中 项 及 其 性 质 
(5) 其 常用 性 质 
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| | 生 丈 的 而 删 一列 外 











给 
一 数列 | ”| 表示 


下 下 | 一概 列 的 极限 a 要 列 


重要 | 
数学 归纳 法 | 运算 法 则 | ”| 履 列 等 比 数列 








六 名 
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数学 归纳 法 的 运用 


2. 沟 通知 识 联系 , 加 深 学 生 对 知识 的 综合 
性 的 认识 

在 复习 中 我 常常 从 知识 网 络 所 产生 的 交汇 
点 上 着 手 , 提出 相应 的 问题 , 并 结合 问题 的 相 
关 要 素 和 解答 的 多 种 途径 , 来 重组 知识 网 络 结 
构 , 从 而 促进 学 生 对 基础 知识 的 再 建构 , 对 基 


无 穷 等 比 数列 及 其 各 项 的 和 








本 方法 的 再 认识 , 达到 提高 学 生 综合 思考 问题 
和 解决 问题 能 力 的 效果 . 

上 述 ' 数 列 、 数 学 归纳 法 及 数列 极限 ”知识 
系统 , 其 实 是 整个 中 学 数学 知识 系统 的 一 个 子 
系统 , 它 浓缩 和 概括 了 本 章 的 全 部 知识 , 蕴涵 
了 许多 重要 数学 思想 和 方法 . 如 等 比 数列 前 n 
项 和 Sh = a1 十 a149 十 Q19 十 … 十 Q19” 两 边 
同 乘 以 q 得 gS = a19 十 a1 十 … 十 Qa19”, 两 
式 相 减 得 (1 一 q)S» = a1(1—q"), 在 4 和 1 的 条 
件 下 得 8 = 时 时 一 ,这 种 求 和 的 方法 被 
称 为 错位 相 减 法 , 当 g = 1 时 , 5% = nai. 这 两 
种 情况 体现 出 分 类 讨论 这 个 重要 的 数学 思想 . 

在 上 述 系统 中 , 不 仅 揭 示 出 各 部 分 知识 间 
内 在 联系 , 而 且 还 设置 了 许多 “ 活 扣 ”. 在 课堂 
上 , 我 充分 利用 系统 中 的 “ 活 扣 ”来 沟通 与 其 他 
相关 章节 知识 的 联系 . 如 “由 sinx = 1 得 x = 
9nn+ 二 ， n€2Z, 这 里 的 $2n7 十 下 (neZ) 
就 是 一 个 以 27 为 公差 的 等 差 数 列 ( 元 首 项 )”; 


一 (而 


“等 差 数列 中 , 公差 4 = 一 (m 了 nn) 与 
71 一 作 


解 几 中 的 斜率 公式 = 兰 一 全 (zl 关 22) 具 
有 本 质 的 一 致 性 ”; “ay, = f(n), a2n = f(2n)， 
…， 体现 了 函数 自 变量 变换 的 技巧 ”; “基点 
MM (zo, Vo) 是 连接 两 点 Pi(7z1,V1)、PB(z2,Yy2) 
的 线段 中 点 , 则 zo 与 yo 分 别 是 Zl、z2 与 JJ、ya 
的 等 差 中 项 "，' 知 棱 台 的 两 底面 面积 及 中 截面 
面积 分 别 为 1、S2 和 50, 则 VS1、 VSo、 V52 





成 等 基数 列 , 即 VY 而 一 地， 可 化 为 
二 了 2 + V 可 可 
90 一 一 2 一 -一 一 一 ,可 表述 为 楼台 的 中 


截面 面积 是 棱 台 两 底面 面积 的 等 差 中 项 与 等 
比 中 项 的 等 差 中 项 ， 等 等 . 
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这 样 , 引导 学 生 以 提纲 为 中 心 , 向 四 周 发 散 
式 地 寻求 与 之 相 联系 的 知识 点 , 构建 知识 块 , 把 
本 章 以 及 其 它 章 节 内 容 的 知识 , 构成 一 个 有 机 
整体 , 实现 知识 由 厚 向 薄 , 由 散乱 到 有 序 的 转 
化 , 使 学 生 对 知识 的 理解 以 螺旋 式 上 升 , 对 提 
高 学 生 的 综合 能 力 将 大 有 益处 . 

3. 选 编 典 型 题 , 培养 学 生 思 维 的 深刻 性 

问题 是 数学 的 心脏 , 以 本 章 的 知识 为 背景 
创编 适量 的 选择 题 、 填 空 题 、 解 答题 , 先 供 学 
生 练 习 , 然后 师 生 共同 讲评 、 小 结 , 其 目的 是 突 
出 通 性 通 法 , 强化 重点 , 突破 难点 , 矫正 误 点 ， 
以 “小 、 巧 、 活 、 宽 ”( 题 型 小 、 方 法 巧 、 运 用 
活 、 禾 盖 宽 ) 的 题 为 载体 , 快速 有 效 地 将 有 关 
知识 和 技能 又 重 温 、 巩 固 、 强 化 一 遍 , 从 而 提 
炼 出 本 单元 的 主要 思想 方法 , 使 明 ( 知 识 ) 暗 ( 思 
想 方 法 ) 两 " 线 " 相互 呼应 , 相得益彰 . 

对 于 习题 的 选编 , 通常 应 遵循 的 原则 是 题 
目 要 有 典型 性 、 针 对 性 、 思 考 性 、 适 度 性 和 新 

(例如 在 “函数 "一 章 的 复习 中 , 选编 如 下 例 





f(x) = svt 是 否 存 在 实数 m、n(m 
< n), 使 f(z) 定 义 域 和 值 域 分 别 为 [m,n|] 和 
[3m, 3n]. 阁 存 在 , 求 出 m、%n 的 值 ; 若 不 存在 ， 
说 明理 由 . 

[分 析 ] 一 些 学 生 没 多 思考 ,就 根据 二 次 函 
数 的 单调 性 , 把 对 称 轴 zZ = 1 与 端点 m、n 的 
关系 分 三 类 : Om > 1 ©@m<1l<n,e 
n < 1 求解 , 较 繁 . 解 后 可 启发 学 生 思 考 , 二 次 
函数 除了 开口 、 对 称 轴 外 , 还 有 什么 要 素 ? ( 顶 
就、 最 值 )， 由 最 值 写 信 域 的 关系 ， [f (x)]max = 
BNSF NE 故 只 可 能 有 情形 @ . 
因 f(z) 在 [m,n] 单 调 递增 , 得 f(m) = 3m 且 
jp) = 3n. 解 得 m = 一 4, n == 0 满足 题 设 . 

此 两 解法 , 有 明显 差异 , 启示 我 们 要 善于 
挖掘 题 中 的 隐 舍 条件 , 进行 直觉 判断 , 避免 多 
走 弯 路 . 

二 、 探 索 复习 课 讲 授 的 趣味 性 和 艺术 性 

复习 课 不 能 由 教师 全 和 堂 灌 , 更 不 能 成 为 教 
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师 展示 自己 解 题 稿 难 动作 "的 “绝活 表演 ”, 而 
要 让 学 生成 为 学 习 的 主人 , 让 他 们 在 主动 积极 
的 探索 活动 中 实现 创新 、 突 破 , 展示 自己 的 才 
华 智慧 提高 数学 素养 和 悟性 . 作为 教学 活动 
的 组 织 者 , 教师 的 任务 是 点 拨 、 启 发 、 引 导 、 调 
控 , 而 这 些 都 应 以 学 生 为 中 心 ， 

1. “优点 访谈 " 式 教学 

复习 课 上 有 一 个 突出 的 矛盾 , 就 是 时 间 紧 ， 
既 要 处 理 足 量 的 题目 , 又 要 充分 展示 学 生 的 思 
维 过 程 , 二 者 似乎 很 难 兼顾 , 解决 这 一 矛盾 不 
妨 采 用 “焦点 访谈 "法 ， 大 多 数 的 题目 的 解法 
是 “入 口 宽 , 上 手 易 ”, 但 在 连续 探究 的 过 程 中 ， 
党 在 某 一 点 或 某 几 点 上 “搁浅 "受阻 , 这 些 点 就 
被 称 为 “焦点 "， 其 余 则 被 称 为 “外 围 "， 我 们 大 
可 不 必 在 “外 围 " 处 花 精力 和 时 间 去 进行 浅 表 性 
的 启发 诱导 ，“ 好 钢 要 用 到 刀 丸 上”, 而 只 要 在 
焦点 处 发 动 学 生 探 寻 突 破 口 . 通过 访谈 , 集中 
学 生 智慧 , 让 学 生 的 思维 在 关键 处 闪光 , 能 力 
在 要 害处 增强 , 弱点 在 隐蔽 处 暴露 , 意志 在 细 
微 处 磨 研 ， 通过 讨论 , 实现 学 生 间 、 师 生 间 知 
慧 和 能 力 的 互补 , 促进 相互 的 心灵 和 感情 沟通 

学 生 往往 对 稍 具 难度 的 题目 有 一 种 芋 惧 
感 , 正 是 这 种 畏惧 感 压抑 了 智慧 、 堵 塞 了 思路 ， 
通过 努力 明明 能 征服 的 题 , 却 痛 失 良机 ， “到 
问 路 在 何方 ”路 在 脚 F”， 我 们 教育 学 生 一 方 
面 在 情境 陌生 的 问题 面前 不 要 轻率 宣布 我 不 
会 ", 而 要 说 < 让 我 试 试 "; 另 一 方面 要 善于 分 解 
目标 , 将 题目 的 终端 目标 分 解 成 若干 个 子 目标 ， 
让 学 生 沿 各 个 子 目标 拾级 而 上 , 最 终 全 线 突破 . 

例如 ,数列 {anj 中, a1 = 了, 当 呈 > 2 时 有 
(372 一 27 一 1)an 一 al 十 ao 十 … 十 an 1. 

(1) 求 a; (2) 求 数列 的 前 ”项 和 Su; (3) 求 
lim 记忆 

师 : 纵 观 全 题 , 其 核心 是 求 wn, 但 谈何容易 
别 急 , 我 们 现在 能 做 些 什么 ? 

生 : 取 n = 2、3、4 试 试 . 

师 :好 主意 ! 

学 生 依次 算得 = 去 ，oa = 二 | 


130- 





5-20 数学 教学 


师 :这 样 计算 出 结果 反而 扼 半 了 其 中 的 规 
律 , 我 们 要 从 过 程 中 揭示 这 个 规律 

学 生 有 所 领悟 , 尝试 着 将 各 分 母 拆 成 1 x 
4,4 x 7, 7 x 10, 10 x 13, 发 现 1、4、7、10、13 
组 成 以 1 为 首 项 , 3 为 公关 的 等 差 数列 , 其 通 基 
是 3n 一 2, 于 是 猜想 ,an = 

类 似 的 例子 很 多 , 让 学 生 深 深 感悟 到 在 困 
难 面前 不 能 有 丝毫 的 动摇 和 - 勇敢 地 到 出 
你 的 步伐 , 晶 光 就 在 前 头 . 

2. “应 丁 解 牛 " 式 教学 

我 们 不 能 依靠 高 考 的 重 压 及 学 生 强 烈 的 天 
学 欲望 来 驱使 学 生 去 解数 学 题 , 在 复习 中 , 由 
于 解 题 的 量 相对 增 大 了 不 少 , 这 就 要 求 我 们 将 
解 题 活动 组 织 得 生动 活泼、 情趣 汰 然 , 让 学 生 
领 咯 到 数学 的 优美 、 奇 异 和 魅力 ,这样 才 能 变 
苦 役 为 享受 , 有 效 地 防止 智力 疲劳 ,保持 解 题 
的 < 好 胃口 ” 

一 道具 有 相当 难度 的 数学 题 , 既 像 一 个 引 
人 入 胜 的 故事 , 又 像 一 部 情节 曲折 的 电视 剧 , 那 
送 起 的 悬念 、 丛 生 的 疑 究 正 是 它 的 诱 人 之 处 . 
而 要 解决 它 , 又 可 视 它 如 同一 头 庞 然 大 牛 , 只 
有 在 了 解 它 的 内 部 环 环 相 扣 结 构 之 后 , 才能 像 
应 丁 游 刀 有 余 . 因此 在 教学 中 要 善于 引导 学 生 
学 做 < 应 丁 解 年 ” 

例 设 数列 {an} 的 首 项 41 = 1 前 mn 项 和 
5 满足 关系 3t9, 一 (2t 十 3)S, 1 = 3t(t > 0， 
n= 2,3,4,..). 

(求证 :数列 {a} 是 等 比 数列 

(2) 设 数列 {aw} 的 公 比 是 f()， 
RE 1 人 


n—1 


(37 一 本 十 1) 

















作 数 列 
) 六 





3, 4 …), 求 ba 及 Jim Se 


) 求 和 : B。 ee “十 
(—1)”™- 1bn,bn41. 
(由 ie 3 (2t+ 3)Sn-2 = 3t, 减 
_2t 二 3 


得 ) 


师 : 能 据 此 说 fo ] 是 等 比 数列 四 ? 为 什么 ? 
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生 :不 能 , 这 里 应 有 n 之 3， 还 要 验证 于 


2 十 3 
3 是 否 成 立 , 


(好 戏 骨 开场 , 它 就 有 了 下 人 之 处 ) 
生 :经 计算 可 得 时 = 一 成 立 , 故 ov = 


n—1 
2 即 数列 fan} 是 等 比 数列 


(首战 告捷 , 学 生 兴 趣 大 增 .) 
师 :要 求 如 , 从 已 知 b% = 上 ( 
是 不 是 很 难 下 手 ? 
i 是 的 ， ee f(t) = 
一 ,很 容易 得 到 如 一 .… = D 1. 


a 3 为 公差 的 等 
差 数 列 





1 
二) 初 看 











人 We 
2t 二 3 
oe —1)lg——— 
lim LA lim 5 3t 
上 式 中 的 lg 一 一 旬 是 个 累 赣 , 怎么 办 ? 
是 常数 ， 再 复杂 也 不 怕 ， lim 书 中 


2 二 3 
人 


a 
彩 纷呈 , 使 解 题 掀 起 一 个 小 高 潮 .) 

师 :考验 我 们 的 时 候 到 了 ,要求 B,, 应 先 抓 
住 什 么 ? 

生 : 抓 通 项 , 即 

(—1)*-1b,bn41=— (2n+1)(2n+3). 

师 :但 符号 因子 (一 1)”-! 却 给 我 们 带 来 了 
很 大 的 麻烦 . 但 这 不 是 麻烦 , 反而 使 题目 更 精 
彩 . 如 何 解 决 这 一 麻烦 ? 

生 : 先 设 n 为 偶数 , 将 相 邻 两 项 配对 , 则 B， 
= -5+9+13+.…+(2n+1)] = -on(nt 





CD 
We 


师 : 那么 如 果 允 是 奇数 呢 7 要 能 用 到 上 面 
的 结论 该 多 好 ! 
生 : 能 ! ?为 奇数 时 , n 十 1 为 偶数 , 这 时 
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“制作 一 个 五 角 星 的 活动 课 教学 


441021 湖北 省 里 攀 市 第 七 中 学 曾 庆 丰 


在 “制作 一 个 五 角 星 ” 这 节 活 动 课 里 , 教材 
只 是 介绍 了 五 角 星 的 画 法 和 制作 一 个 五 角 星 的 
步 又 , 内 容 既 单调 又 趋 于 “程序 "化 . 如 何 创造 
性 地 使 用 教材 , 向 学 生 提 供 充分 从 事 数 学 活动 
的 机 会 , 让 他 们 在 自主 探究 和 合作 交流 的 过 程 
中 , 亲身 经 历 知 识 的 形成 过 程 , 进而 有 效 地 培 
养 学 生 的 实践 能 力 和 创新 意识 呢 7 我 们 采用 
下 述 教学 模式 , 即 以 《新 课 标 》 为 指导 , 以 “ 活 
动 中 体验 一 体验 中 探究 一 -探究 中 创新 ”为 活 

1. 创设 情景 , 烘托 氛围 

师 : 同 学 们 , 当 我 国 奥运 健儿 在 雅典 奥运 会 
上 勇于 金牌 , 五 星 红旗 在 赛场 上 频频 升 起 , 当 
你 把 目光 投向 神圣 的 国旗 时 , 你 有 什么 感触 ? 

生 1: 当 我 听 到 国歌 , 注视 着 鲜艳 的 五 星 红 
旗 时 , 骄傲 、 自 罕 、 振 奋 ! 同时 也 有 一 种 神圣 
的 使 命 感 ! 

师 : 国歌、 国旗 和 国徽 代 表 我 们 中 华 民族 
的 尊严 , 我 们 除了 要 好 好 地 呵护 和 关爱 她 们 外 
还 应 了 解 她 们 . 实际 上 , 国歌 、 国 旗 和 国徽 上 有 
许多 数学 问题 , 比如 我 们 今天 要 探究 的 就 是 











和 TAAL~N 


1 
Brn, = Bnti 5 2n 十 3)(2n 十 5) 


202 十 6 十 7 


生 :这 时 一 1 也 是 偶数 Bn, = Bl 一 
jan 十 1)(2n +3)= 人 

师 : 太 棒 了 ! 至 此 像 牛 一 样 庞大 的 这 道 题 
在 我 们 “ 询 本 ”的 手下 有 然 已 解 , 如 土 委 地 , 我 
们 也 应 ' 提 刀 而 立 , 为 之 四 顾 , 为 之 路 踢 满 志 了 ”. 
(学 生 大 笑 ， 引 用 学 生 语 文 课 本 中 的 《让 丁 解 
牛 》 的 语句 激 起 学 生 的 无 限 情 趣 ,“ 山 穷 水 尽 ” 


国旗 、 国 徽 上 的 五 角 星 . 

点 评 : 对 学 生 进 行 爱国 主义 教育 的 同时 , 自 
然 地 引入 新 课 . 

2. 激发 欲望 , 感悟 画 法 

师 : 据 我 了 解 , 很 多 同学 在 小 学 时 就 有 画 五 
角 星 的 经 历 , 哪 位 同学 能 画 一 个 出 来 给 大 家 瞧 

(寻找 新 知识 的 生长 点 .) 

生 2: 走 向 黑板 , 先 一 笔 而 就 , 而 后 又 进行 
了 多 次 修改 (图 略 ). 

师 :五 角 星 美观 、 和 谐 , 更 神圣 、 庄 严 ! 生 2 
所 画 的 五 角 星 美观 吗 ? 他 的 问题 出 现在 哪里 ? 

(提出 富有 探究 性 的 数学 问题 .) 

生 3: 由 于 他 的 随意 性 , 导致 了 相 邻 角 顶 点 
间 的 距离 不 一 样 , 所 以 五 个 角 的 大 小 也 不 一 样 . 

(语言 虽 不 准确 , 但 感悟 比 什么 都 重要 .) 

师 : 怎样 画 才 能 保证 相 邻 角 顶 点 间 的 距离 
是 一 样 呢 ? 

点 评 : 从 学 生 已 有 的 知识 和 经 验 出 发 , 让 
他 们 先 画 一 个 五 角 星 , 再 与 美观 、 和 谐 的 五 角 
星 进行 比较 , 来 发 现 自己 已 有 知识 的 不 足 , 进 
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的 困惑 被 “柳暗花明 ”的 喜悦 取代 后 , 学 生 又 怎 
能 不 赞叹 自己 智能 的 威力 , 至 此 解 题 活动 达到 
最 高 潮 .) 

美国 教育 心理 学 家 加 涅 提出 的 数学 设计 基 
本 原理 可 概括 为 一 句 话 :根据 不 同 的 学 习 结 
类 型 应 创造 不 同 的 学 习 的 内 部 条 件 , 并 相应 安 
排 学 习 的 外 部 条 件 . 作为 教师 , 自觉 地 积极 地 
营造 课堂 民主 氛围 , 培养 学 生 形 成 “学 数学 、 做 
数学 、 用 数学 “的 意识 和 良好 习惯 , 探索 一 种 知 
识 、 能 力 和 个 性 品质 融 为 一 体 的 素质 教育 将 成 
为 新 教学 理论 下 的 追求 . 
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而 激发 学 生 的 好 奇 心 和 求知 欲 促使 他 们 主动 
地 带 着 问题 去 学 习 、 研 究 和 探索 . 
3. 研究 对 象 , 发 现 特征 
师 :要 认识 和 把 握 一 个 对 象 , 就 要 研究 它 的 
特征 . 大 家 想 一 想 , 五 角 星 图 形 有 何 特 征 ? 
生 3: 五 角 星 的 五 个 角 的 形状 和 大 小 都 一 
样 ! 
师 : 除 此 而 外 , 还 有 其 它 特 征 吗 ? 
(出 现 探究 障碍 , 教师 借助 CAI 课 件 进 行 如 
下 演示 : 
(1) 如 图 1~3, 从 实物 中 抽象 出 五 角 星 模 
型 ; 
(2) 发 现 一 个 中 心 点 O; 
(3) 让 五 角 星 绕 其 中 心 点 O 旋 转 一 周 .) 


-6D 


图 1 图 3 

师 :通过 观察 , 你 发 现 了 什么 ? 

生 4: 五 角 星 有 一 个 中 心 , 五 个 角 的 五 个 顶 
点 都 在 以 此 中 心 为 圆心 的 同一 个 圆 上 . 

点 评 : 五 角 星 的 画 法 , 需要 用 到 正 多 边 形 
的 有 关 知 识 , 这 已 超出 了 七 年 级 学 生 的 认 知 水 
平 , 但 这 并 不 意味 着 教师 要 把 五 角 星 五 个 顶点 
与 圆 的 位 置 关系 说 出 来 . 从 问题 的 反面 出 发 ， 
让 五 角 星 绕 其 中 心 旋转 一 周 , 则 五 角 星 的 五 个 
顶点 的 轨迹 是 同一 个 圆 , 即 五 角 星 的 五 个 顶点 
在 同一 圆 上 . 这 样 设计 , 不 仅 符合 学 生 的 认 知 
规律 , 而 且 还 给 学 生 提供 了 探究 方向 , 为 发 现 
五 角 星 的 画 法 奠定 了 基础 . 

4. 依 傍 背 景 , 探讨 画 法 

师 : 有 了 圆 作为 画 五 角 星 的 背景 , 问题 就 归 
结 为 :如 何在 一 个 圆 上 找 出 五 个 相 邻 上 且 等 距离 
的 点 呢 ? 

生 5: 以 圆心 为 项 点 , 连续 画 72° ( 即 360? 二 
5) 的 角 ( 如 图 名, 则 点 4、B、C、D、 加 相 邻 
点 间 的 距离 是 相等 的 . 

(虽然 七 年 级 学 生 现在 还 不 能 明白 其 中 的 
道理 , 但 实践 表明 , 他 们 是 可 以 感知 的 .) 
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师 : 接 下 来 呢 ? 
生 6: 连 接 每 隔 一 点 的 两 个 点 (如 图 5). 
A 


B 已 


图 5 

师 :请 同学 们 都 试 一 试 ! 并 注意 擦 去 多 余 

(通过 反馈 的 情况 看 , 效果 还 比较 好 . 接 下 
来 , 让 学 生 说 出 上 述 画 法 的 步 又 .) 

师 : 类 似 地 ， 你 能 画 出 一 个 六 角 星 、 七 角 
星 、.…、 儿 角 星 吗 ? 

生 7: 只 需 以 圆心 为 项 点, 连续 画 (360? 二 
6)"”、(360" 二 7)*、:…、(360° 二 nn) 的 角 即 可 . 

师 : 请 同学 们 用 剪刀 把 你 所 画 的 五 角 星 剪 
下 来 . 

点 评 : 有 了 上 述 的 发 现 , 学 生 就 不 难 画 出 
一 个 五 角 星 了 . 让 学 生 说 出 画 法 的 步骤 , 旨 在 
整理 和 反思 活动 过 程 ; 把 五 角 星 的 画 法 进行 推 
广 , 更 想 揭示 画 法 的 本 质 ; 把 五 角 星 剪 下 来 , 意 
在 为 "制作 一 个 五 角 星 "做 准备 . 整个 设计 环 环 
相 扣 、 探 究 过 程 层 层 深入 . 

5. 换个 角度 ,转向 折 剪 

师 :剪纸 是 我 国 一 项 传统 的 手工 艺术 , 在 世 
界 文化 艺术 上 堪 称 一 绝 , 深 受 国内 外 人 士 的 喜 
爱 . 

(CAI 播 放 ( 录 像 片 ) 民间 艺人 用 彩 纸 剪 出 
各 种 棚 棚 如 生 且 具有 对 称 性 的 图 型 ”…) 

师 :请 认真 观察 民间 艺人 剪纸 画 的 全 过 程 ， 
说 出 她 们 在 剪纸 过 程 中 用 到 了 哪些 技巧 ? 

生 8: 一 样 的 部 分 一 般 不 重复 剪 ; 图 形 虽然 
复杂 , 但 前 的 刀 数 并 不 多 ; ……… | 
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师 : 你 能 否 受 上 述 剪 画 过 程 的 启示 , 用 一 张 
白 纸 剪 出 一 个 五 角 星 呢 ? 

(此 时 , 很 多 学 生 把 五 角 星 放 在 纸 上 进 行 比 
划 .) 

师 : (引导 ) 要 想 由 一 张 纸 剪 出 一 个 五 角 星 ， 
先 要 倒 推 回去 , 返回 到 前 后 还 没 展开 时 的 状态 . 

怎么 返回 呢 ? 关键 是 要 把 相同 的 部 分 适当 
地 折 释 在 一 起 -一 就 是 要 把 五 个 角 , 巧妙 地 折 丢 
在 一 起 ! 

( 受 录像 片 的 启发 , 很 多 学 生 尝试 着 对 折 五 
角 星 .) 

生 9: 将 五 角 星 沿 直线 AF 对 折 , 则 左右 两 
部 分 重合 (图 6), 故 只 需 把 一 张 白 纸 对 折 , 然后 
在 对 折 后 的 纸 上 剪 出 图 形 ABCDEF 即 可 . 

















图 6 

点 评 : 改变 教材 处 理 这 部 分 内 容 的 作法 ( 直 
接 给 出 折 闭 方法): 自己 剪 ( 刀 数 多 ) 一 看 别人 
前 ( 刀 数 少 ) 一 认 知 冲突 一 反思 一 折 剪 . 这 样 
做 , 知识 过 渡 较 为 自然 , 剪纸 的 方法 也 和 谐 地 拓 
展 了 :直接 前 一 折 前 , 既 培养 了 学 生 的 实践 能 
力 和 反思 能 力 , 又 培养 了 学 生 的 探究 精神 . 由 
类 比 制造 认 知 冲突 , 使 得 “ 折 剪 "这 一 方法 自然 
地 浮 出 水 面 . 

6. 五 星 引路 , 找到 折 法 

师 : 能 否 把 折 丢 进一步 地 深入 下 去 ? 怎样 
把 另 几 个 角 也 折 闭 在 一 起 ? :…………… . 

(启发 学 生 继 续 折 羞 , 把 思维 引 向 深入 .) 

生 10: 可以, 因为 图 形 OBCD (如 图 7) 和 
图 形 ODEF 一 样 大 , 而 图 形 OAB 是 它们 的 一 
半 , 所 以 可 按 图 7 继续 折 肢 至 图 10 的 位 置 . 
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图 9 图 10 


师 :怎么 把 这 个 折 对 过 程 反映 到 白 纸 上 呢 ? 
同学 之 间 可 以 展开 讨论 . 这 里 的 关键 是 什么 ? 
一 折 的 角度 与 次 数 . 

(经 过 讨论 、 实 践 , 大 约 过 了 三 分 钟 .) 

生 11: 采 用 五 角 星 带 路 的 办 法 ,把 五 角 星 
放 在 一 张 日 纸 上 , 按 图 11 ~16 折 对 . 




















wy ny 


\/ 2 
比 


图 13 图 14 图 15 图 16 

师 :要 制作 一 个 五 角 星 , 现在 我 们 只 需 怎么 
做 ? 

生 12: 只 需 沿线 段 B 了 前 一 刀 即 可 . 

师 : 大 家 都 动手 试 试 ! 

(学 生 通 过 动手 实践 , 都 前 出 了 一 个 与 “ 带 
路 "五 角 星 一 样 的 五 角 星 来 .) 

师 : 你 能 不 能 不 用 五 角 星 带路 , 试 着 再 剪 几 
个 五 角 星 呢 ? 

(课堂 气氛 达到 高 漳 .) 

师 : (小 结 ) 折 鳃 的 方式 很 多 , 只 需 折 角 在 折 
线 的 中 点 处 把 折线 所 成 的 平角 五 等 份 即 可 ; 下 
剪 的 角度 不 一 样 , 则 所 剪 五 角 星 的 形状 也 有 所 
不 同 . 

点 评 : 创造 性 地 使 用 教材 , 变 “ 教 师 示 范 , 学 
生 模 仿 ” 的 传授 过 程 为 “ 折 秋 "法 的 发 生 、 发 展 、 
形成 的 探究 过 程 , 把 折 的 角度 、 次 数 的 获取 过 
程 交 给 学 生 , 让 他 们 在 不 断 地 尝试 、 探 究 、 交 

(下 转 第 5-13 页 ) 
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游戏 走 进 初中 一 年 级 课 尝 


315040 浙江 省 宁波 市 曙光 中 学 童 文 波 


学 生 眼 中 的 数学 , 多 少 有 些 高 深 英 测 , 可 敬 
而 不 可 亲 的 味道 . 那么 如 何 改变 这 一 现象 呢 ? 
我 认为 , 教师 必须 让 孩子 们 在 轻松 愉快 的 氛围 
里 得 到 知识 的 提升 , 在 情趣 全 然 的 学 习 过 程 中 
得 到 能 力 的 发 展 . “天才 只 有 在 自由 的 空气 里 
自由 地 呼吸 ” 压抑 的 思想 环境 , 是 不 会 产生 创 
造 性 思维 的 火花 的 . 

要 激发 学 生 对 数学 的 兴趣 , 提高 学 生 的 思 
维 能 力 和 智力 水 平 , 我 认为 数学 游戏 不 失 为 一 
条 好 的 途经 . 数学 游戏 内 容 上 有 趣 , 解法 上 巧 
妙 , 形式 上 新 活 , 数学 游戏 所 需要 的 数学 知识 
也 许 并 不 多 , 但 要 顺利 解答 趣 题 更 多 需要 的 是 
分 析 判 断 、 归 纳 推 理 及 灵活 机 智 , 经 常 做 数学 
游戏 , 不 但 使 学 生变 得 更 聪明 , 而 且 还 会 喜欢 
上 数学 . 

华师 大 版 的 新 教材 与 传统 教材 不 同 点 之 一 
是 , 里 面 安排 了 不 少 有 趣 的 数学 游戏 , 不 禁令 





人 耳目 一 新 . 
一 、 通 过 数学 游戏 丰富 学 生 对 平面 图 形 的 
认识 和 感受 


在 教材 的 第 四 章 安 排 了 阅读 材料 《七 巧 
板 》, 七 巧 板 是 我 国 古代 人 民 创 造 的 益 智 游戏 ， 
被 称 为 “东方 魔 板 "， 虽然 它 只 有 非常 简单 的 
七 块 , 但 用 它 拼 出 的 图 形 却 成 百 上 于, 诸如 鸟 
兽 鱼 虫 、 器 物 、 建 筑 等 等 , 惟妙惟肖 , 姿态 万 
干 , 令 人 叫绝 . 我 组 织 了 一 党 兴趣 课 , 带领 学 生 
开展 了 这 一 活动 . 游戏 过 程 设 计 成 按 以 下 的 三 
个 层次 逐步 上 升 . 

(1) 按 所 提供 的 图 像 (图 1、 图 2) 进 行 拼 拱 . 


望远镜 
图 2 














(2) 根 据 轮廓 线 的 拼图 (图 3、 图 涌 . 
花瓶 ”梳头 
图 3 图 4 


(3) 自由 拼图 , 自己 想象 出 某 一 物体 , 把 它 
拼 出 来 . 

学 生 通 过 对 七 巧 板 的 拼 拼 摆 摆 , 不 但 能 引 
起 对 几何 图 形 的 兴趣 , 而 且 进一步 丰富 了 对 平 
行 、 垂 直 及 角 等 有 关 知 识 的 认识 . 

第 八 章 的 课题 学 习 是 “图 形 的 灸 对 ", 在 这 
一 课题 中 可 让 学 生 分 组 合作 , 制作 一 些 正 多 边 
形 卡 片 , 通过 动手 拼 摆 来 探索 能 否 用 其 中 的 一 
种 或 多 种 搭 拼 成 一 个 平面 图 形 , 并 叫 学 生 设计 
用 平面 图 形 镶 巾 出 来 的 图 案 , 看 谁 设计 的 图 案 
最 美丽 . 还 有 第 十 二 章 的 阅读 材料 “四 边 形 的 变 





身 术 ”, 也 很 有 意思 , 它 是 让 学 生动 手 拼图 , 把 
一 个 任意 四 边 形 剪 成 四 块 , 探索 能 否 拼 成 别 的 
图 形 ， 人 5~ 8). 





任意 四 边 形 平行 四 边 形 
图 5 图 6 
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通过 这 些 游戏 , 可 加 深 学 生 对 平面 图 形 的 
认识 , 丰富 学 生 的 想象 力 , 感受 数学 美 , 引发 发 
散 思 维和 创新 意识 , 培养 学 生 高 尚 的 数学 情操 . 
并 且 通 过 小 组 间 的 互相 合作 , 培养 学 生 团 结 协 
作 的 精神 和 良好 的 个 性 品质 . 

二 、 通 过 数学 游戏 发 展 学 生 的 空间 观念 

初 一 的 学 生 抽 象 思维 及 空间 想象 能 力 相对 
较 弱 , 因而 在 讲授 某 些 空间 图 形 时 , 教师 要 想 
方 设法 进行 教学 设计 , 努力 使 抽象 的 内 容 具 体 
化 、 形 象 化 . 《立体 图 形 的 表面 展开 图 》 这 节 
课 , 既 要 由 立体 图 形 想象 出 它 的 表面 展开 图 ， 
又 要 根据 表面 展开 图 判断 出 可 折 成 哪个 立体 
图 形 , 内 容 抽 象 , 学 生 较 难 掌握 . 因而 , 我 在 上 
课时 , 结合 了 折纸 游戏 , 通过 剪 一 剪 , 折 一 折 来 
引导 学 生 探 索 立 体 图 形 与 平面 图 形 的 关系 ， 

对 于 某 些 抽象 性 较 强 的 习题 , 也 可 通过 动 
手 操 作 来 帮助 理解 . 如 :教材 第 181 页 习题 :一 
只 昆虫 要 从 正方 体 的 顶点 4 候 到 顶点 如 , 哪 条 


路 径 最 短 (如 图 9)? 
A 


E CG E 0 DD 
图 9 图 10 

好 多 学 生 都 认为 最 短路 线 为 折线 4B 一 
BE (图 9), 其 实 这 是 错 的 . 此 时 我 就 引导 学 生 
动手 , 通过 把 正方 体 盒 子 的 4C 面 沿 楼 BC 展 
开 , 寻求 出 答案 :应 是 展开 面 上 的 线段 4E (图 








10). 
三 、 通 过 数学 游戏 训练 学 生 的 计算 能 力 ， 
培养 学 生 的 数 感 


在 第 一 章 的 习题 里 , 还 穿插 了 大 家 早已 熟 
悉 的 “ 算 24 点” 游戏.“ 运用 加 减 乘除 四 种 运算 
如 何 由 三 个 5 和 一 个 1 得 到 24?” (教材 P.12). 
' 算 24 点 "是 学 生 们 从 小 学 二 、 三 年 级 就 开始 
玩 的 游戏 , 现在 重 拾 童年 乐趣 ， 有 一 种 说 不 出 
的 亲切 感 , 连 那 些 不 怎么 喜欢 数学 的 同学 都 路 
跃 欲 试 ， 大 家 开动 脑筋 ! “ 哈 , 有 了 , (5 一 工 二 
5) x 5 = 24”, 算出 答案 的 同学 脸 上 充满 了 成 
功 的 喜悦 . 兴趣 带 来 成 功 , 成 功 将 激发 兴趣 , 这 
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就 是 我 们 期 待 的 良性 循环 ，“ 算 24 点 ”这 一 游 
戏 很 能 锻炼 人 的 计算 能 力 和 思维 能 力 , 而 且 其 
乐 无 穷 . 近 几 年 在 中 考 和 高 考 中 都 出 现 过 算 24 
点 的 题目 , 可 见 它 的 魅力 . 

在 教材 的 第 12 页 里 , 还 出 现 了 有 意思 的 猜 
字 游 戏 : g ( 打 一 成 语 ); 2、4、6、8、10 ( 打 一 成 
语 ), 碰 到 这 类 题目 , 同学 们 又 是 眼睛 一 亮 , 人 
人 参与 , 个 个 动脑 , 答案 马上 就 出 来 了 :七 上 八 
下 和 无 独 有 偶 ”, 气氛 非常 活跃. 

四 、 通 过 数学 游戏 丰富 对 概率 的 认识 , 发 
展 学 生 的 统计 观念 

《统计 的 初步 认识 》、《 频 率 与 机 会 ) 这 几 
章 讲述 的 是 统计 与 概率 的 初步 知识 , 教材 中 安 
排 了 大 量 的 游戏 , 如 :通过 “ 撕 骨 子 ”游戏 让 学 生 
感受 事件 的 “可 能 还 是 确定 ”; 通过 “ 抛 硬币 ”、 
“ 转 罗 一 "来 加 深 对 概率 的 认识 ; 通过 《 抢 30 游 
戏 》 来 体验 “机 会 的 均等 与 不 等 ”; 在 数据 的 收 
集 与 表示 》 这 一 章 中 , 更 是 鼓励 学 生 走出 课堂， 
收集 数据 , 体会 数据 在 解决 现实 生活 问题 中 的 
作用 . 
五 、 通 过 数学 游戏 让 学 生体 验 数 形 结合 的 
目 











5 田 


想 

第 十 四 章 的 课题 学 习 是 “面积 与 代数 恒 等 
式 ”, 在 这 个 课题 里 再 一 次 让 学 生 进行 拼图 游 
戏 . 通过 动手 , 让 学 生 从 几何 的 角度 来 认识 代 
数 恒 等 式 ， 如 图 11 是 由 四 个 小 正方 形 拼 成 的 
大 正方 形 , 可 以 用 来 解释 (2a)? = 4a2, 图 12 是 
由 一 个 大 正方 形 、 一 个 小 正方 形 和 两 个 长 方形 
拼 成 的 , 可 以 用 来 解释 (a 十 5)? = a? 十 2ab 十 
思 2, 再 鼓励 学 生 打开 思路 , 任 写 一 个 恒等式 , 如 : 
(a 二 +20)(2a 一 0) = 2Q@2 十 3ab 一 252, 用 图 13 所 
示 的 正方 形 与 长 方形 硬 纸 片 的 拼 搭 来 说 明 它 


































































































的 正确 性 . 
a a a b 
Qa a [08 a b 
a b Qa b b 
图 11 图 12 图 13 


新 教材 不 但 呈现 给 了 我 们 一 个 丰富 多 彩 的 
(下 转 第 5-17 页 ) 
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优化 数学 作业 批改 方法 的 措施 探讨 
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批改 作业 是 教师 检查 教学 效果 、 发 现 教 学 
中 存在 问题 的 重要 手段 ， 教师 应 该 认真 、 及 
时 、 正 确 地 批改 学 生 作业 . 但 一 提起 数学 作业 
批改 , 绝 大 部 分 数学 教师 都 感到 头疼 . 数学 作 
业 天 天 有 , 学 生 天 天 做 , 老师 天 天 改 , 耗 时 多 ， 
师 生 负担 重 , 其 原因 在 于 大 部 分 老师 仍然 沿用 
传统 的 批改 方法 一 全 批 全 改 , 这 样 的 批改 方法 
愈 来 愈 明显 地 表现 出 它 的 次 端 , 其 表现 为 : 

方法 单一 ,负担 过 重 ; 

流 于 形式 , 收效 甚 微 ; 

忽视 个 性 问题 , 埋 下 学 习 隐 串 . 

因此 , 只 有 优化 作业 批改 方法 , 缩短 批改 
周期 , 加 快 反馈 速度 , 才能 使 师 生 双方 及 时 接 
受 正确 信息 , 充分 发 挥 作业 巩固 知识 , 检查 教 
学 效果 的 作用 . 

一 、 师 生 都 应 该 高 度 重视 作业 批改 , 这 是 
优化 作业 批改 方法 的 前 提 

老师 应 该 对 作业 的 布置 、 批 改 、 讲 评 高 度 
重视 , 并 精心 设计 作业 , 增 大 课 内 练习 , 减少 课 
外 作业 . 学 生 也 如 此 . 教师 通过 批改 作业 及 时 
发 现 教学 中 的 问题 , 从 而 修正 教学 方法 ; 学 生 
则 通过 作业 和 检查 老师 的 批改 , 及 时 发 现 学 习 
中 的 问题 , 并 加 以 改正 . 教师 应 该 努力 纠正 学 
生 对 批阅 后 的 作业 只 关注 批阅 符号 不 深思 的 
错误 行为 , 培养 学 生 及 时 检查 和 纠正 批阅 后 的 
作业 的 良好 习惯 . 

二 、 作 业 批 改 方式 可 以 多 样 化 

批改 数学 作业 时 , 对 选择 、 填 空 、 判 断 等 
直接 应 用 公式 或 定理 得 出 结论 的 题 型 可 采用 集 
体 口头 批改 ; 对 学 生 作业 中 有 独到 之 处 的 解 题 
方法 和 思路 可 精 批 细 改 ; 对 基础 较 差 学 生 的 作 
业 , 可 实施 面 批 ; 对 习题 课 、 小 测验 等 作业 , 可 
采用 学 生 讲 思路 , 老师 当 堂 板 演 的 方法 ; 对 复 
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习 阶 段 的 作业 , 可 采用 教师 指导 下 的 学 生 互 批 
互 改 或 自 批 自 改 . 总 之 , 作业 的 批改 可 因 人 而 
异 , 因 题 而 异 , 因 时 而 异 . 

以 “ 面 批 "为 例 . 面 批 是 师 生 一 对 一 的 交流 ， 
学 生 能 得 到 老师 的 重视 , 其 内 心 就 已 经 非常 从 
快 , 再 加 上 老师 在 面 批 时 , 不 失 时 机 地 给 予 鼓 
励 , 学 生 的 内 驱 力 会 因此 激发 . 有 这 样 一 道 三 
角 题 : 








例 若 cosa -cos = © 
1 
sina— sinf = —=, © 
求 sin(a 十 D). 


对 于 中 、@ 形式 出 现 的 三 角 习 题 , 等 式 
两 边 平方 是 常见 解法 , 学 生 受 其 影响 , 产生 了 
下 面 解法 : 


解 :DD? + 加 ?得 2 一 2cos(a 6B) = 二 ， 
所 以 有 cos(a 一 6B) = 五 . 


@?— 加 ?得 cos 2a 十 cos20 一 2cos(a 十 
由 一 苏 故 colw+ 朋 (器 -2) = 襄 : 解 
得 cos(a 十 D) = = 

由 于 从 已 知 条 件 中 无 法 判断 a 十 6 所 在 的 
象限 , 所 以 有 

sin(a 十 D) 一 土 V/1 一 cos? (a 十 6B) 一 二 

在 面 批 过 程 中 我 告诉 学 生 : 这 样 解 题 无 法 
判断 sin(a 十 G) 的 正 负 号 , 所 得 的 结果 还 无 法 
验证 , 是 非 难 辨 , 学 生 很 难 自 觉 地 从 错误 的 解 
答 中 解脱 出 来 . 而 开 方 运算 中 的 “ 士 ? 号 如 何 确 
定 , 这 是 结果 对 错 的 关键 , 但 由 于 a、6 没 有 确 
切 的 范围 , 因而 a 一 6 的 象限 无 法 确定 , 这 样 ， 
开 方 中 “十 "号 是 解 不 开 的 谜 , 要 正确 解答 此 题 ， 
必须 避 开 开 方 运算 , 开辟 新 的 解 题 思 路 . 然后 
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我 指点 学 生 由 前 面 解 cos(a - 有 = 二 ,只 要 


GD x 加 就 可 以 得 到 结果 . 

三 、 充 分 发 挥 学 生 的 主观 能 动 性 , 提倡 学 
生 作 业 的 互 批 互 改 或 自 批 自 改 

在 进行 互 批 互 改 时 , 可 以 将 学 生 分 成 若干 
个 小 组 , 各 小 组 由 相应 小 组 中 被 抽取 作业 的 学 
生 作 为 主持 人 , 主持 人 可 参考 自己 的 作业 思路 
进行 批改 . 存在 的 问题 经 小 组 讨论 后 仍 不 能 解 
决 的 , 或 有 一 些 新 颖 的 解法 , 及 时 反馈 给 老师 . 

比如 , 有 这 样 一 个 开放 题 :请 学 生 写 出 只 
两 边 和 一 角 对 应 相等 的 两 个 三 角形 全 等 的 方 
案 , 给 出 方案 (1) 作为 例子 . 

方案 (1) 若 这 个 角 的 对 边 恰好 是 
的 大 边 , 则 这 两 个 三 角形 全 等 . 

学 生 大 多 写 出 以 下 几 个 方案 : 边 角 边 公理 、 
直角 三 角形 的 斜 边 直角 边 公理 、 若 这 两 边 相 
等 , 则 这 两 个 三 角形 全 等 . 

但 有 位 学 生 对 照 方 案 (1) 写 了 下 面 一 个 方 
案 : 若 这 个 角 的 对 边 恰好 是 两 边 中 的 小 边 , 则 这 
两 个 三 角形 全 等 . 起 先 一 看 我 还 不 能 判断 这 个 
命题 的 真 伪 , 但 在 互 批 互 改过 程 中 ,有 学 生 马 
上 批 它 错 , 并 给 出 证 明 . 这 种 方法 比较 好 地 处 
理 了 作业 中 的 个 性 问题 , 也 减轻 了 教师 的 负担 . 

四 、 优 化 作业 讲评 

做 作业 是 实践 , 评 作业 是 升华 . 我 们 一 般 
可 以 从 以 下 几 方 面 评 讲 : 错 在 哪里 ? 为 什么 错 ? 
怎样 改 才 对 ? 如 何 改变 题 设 和 结论 , 使 错 题 正 
确 ? 这 样 评 讲 不 是 简单 地 肯定 和 否定 , 而 是 积 
极 引 导 . 对 做 得 正确 的 题目 同样 有 讲评 的 必 
要 , 比如 可 以 让 学 生 思考 回答 : 解 题 的 根据 是 
什么 ? 还 有 没有 别 的 解 题 思路 ? 题目 还 能 发 生 
什么 样 的 变化 ? 作业 讲评 可 以 渗透 到 日 常 教 
学 中 , 也 可 以 定期 或 不 定期 地 进行 讲评 . 

在 函数 一 节 中 有 这 样 一 个 卖 报 问题 : 一 个 
报 童 手持 100 份 《扬子 晚报 》 在 街 上 叫卖 卖 
报 , 卖 报 , 五 毛 一 份 《扬子 晚报 》”， 试 建立 报 
童 所 卖 报纸 的 份 数 (销售 量 ) 与 所 得 款 数 (销售 
额 ) 之 间 的 函数 关系 . 学 生 很 容易 建立 起 函数 
关系 : 9 = 0.52, 但 是 在 指明 函数 定义 域 时 , 就 
出 现 了 问题 , 学 生 不 能 联系 实际 问题 写 出 函数 





这 两 边 中 


数学 教学 


5-27 


的 定义 域 Z € {0,1,2,… ,100}. 而 把 定义 域 
写成 0 < x < 100, 可 见 学 生 只 是 从 问题 的 表 
象 上 去 写 定 义 域 , 而 缺乏 真正 联系 实际 的 意识 . 

还 可 以 引申 下 面 这 个 问题 : 设 报 童 对 批量 
买 报 (10 份 起 批 ) 给 予 九 折 优 惠 , 试 建立 报 童 一 
次 所 卖 报 纸 的 份 数 与 报纸 单价 (销售 价 ) 之 间 的 

报 童 一 次 所 卖 报 的 份 数 与 报纸 单价 (销售 
价 ) 之 间 的 函数 关系 是 一 个 分 段 函 数 : 

0.57, x € {0,1,... ,9} 

A {10,11,.:.. ,100} 

分 段 函数 型 的 实际 问题 在 现实 生活 中 大 量 
存在 , 学 生 在 接触 这 些 问题 时 , 能 否 抓 住 问题 
的 关键 词 是 解决 此 类 问题 的 关键 , 如 上 述 问题 
的 "批量 买 报 (10 份 起 批 ) 给 予 优惠 ”学生 在 理 
解 题 意 并 写 出 函数 解析 式 时 , 也 容易 犯错 误 . 

五 、 设 计 作 业 卡 片 

对 平时 作业 中 较为 典型 , 综合 性 和 技巧 性 
都 很 强 的 题目 或 学 生 容易 出 错 的 题目 , 可 采用 
作业 卡片 的 形式 加 以 整理 、 集 中 , 这 样 , 老师 对 
学 生 的 情况 不 至 于 因为 时 间 的 长 久 而 遗 忘 , 等 
到 复习 时 , 对 这 些 典 型 题目 进行 集中 攻坚 , 这 
样 可 以 举一反三 , 加 深 印象 . 比如 在 复习 无 理 
不 等 式 的 解法 时 , 可 选用 下 面 这 道 题 进行 解法 
训练 . 

设 函 数 f(2) 
解 不 等 式 f(7x) < 

) 














Vx? 十 1 一 ax, 其 中 a > 0， 
1, 即 Vx* 十 1 <1++azx,， 
0 


) 


即 | 人 
zZ[(a2 一 1)z 二 2a] >0. 

解 题 过 程 比较 复杂 

解法 2: 由 1 < Vz2 十 1 知 1 < 1 二 az, 故 
Z 之 0, 立即 得 ZX 之 一 -, 且 (1 一 Qo?)x < 2a, 解 
题 过 程 得 到 简化 . 

解法 3: 联 想 不 等 式 与 方程 、 函数 的 关系 , 可 
用 数 形 结合 方法 求解 , 即 在 同一 直角 坐标 系 中 ， 
分 别 作出 函数 y = V2* 十 1 与 y 二 1 十 ax 的 
图 象 , 前 者 是 双 曲 线 风 一 22 = 1 位 于 z 轴 上 方 
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直线 分 三 角形 两 部 分 面积 之 比 问 题 的 研究 
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三 角形 被 直线 所 截 得 到 一 个 小 三 角形 和 四 
边 形 , 图 形 虽然 简单 , 而 它们 面积 之 比 与 直线 
方程 的 关系 如 何 却 大 有 学 问 . 笔者 通过 研究 得 
到 如 下 其 体 结论 

TE 个 命 是 

引 理 如 图 1, 若 直线 ! 与 A4BC 中 边 4B、 
4C 分 别 相交 于 万、 已 D 分 B4 所 成 的 比 为 
入 (0 < 人 < 1); 四 边 形 BDEC 与 和 人 ADE 的 面 
积 之 比 为 则 马 分 C4 所 成 的 比 N = 
(或 写成 k 十 1 = (和 十 1)( 和 十 1) 形 式 ). 


1 十 入 


图 1 


1 
证 明 : 因为 9A4Bc = 514B|-|ACl.sin 4, 





1 
SAADE = 514D| |AE| :sin A. 
SA4Bc |4B|:|AC| 
以 k++1= ee 
所 9A4DP |4D|:|AE| 
BD ee 
IAC| _ k+l1 
14B| 入 十 1 ,所 以 
和 一 IEC| k+l 天 一 入 
~ |AE| A+l 1+ 入 


由 引 理 不 难得 到 以 下 结论 


TTT rr rr rr 


的 分 支 , 后 者 是 经 过 双 曲 线 顶 点 (0,1)、 斜率 为 
a 的 直线 , 通过 讨论 两 图 象 的 交点 而 得 解 . 

上 述 解法 1 属 常规 解法 , 解法 2 属于 观察 
的 深入 , 简化 了 解 题 过 程 , 而 解法 3 有 很 强 的 技 
巧 . 毋庸 置疑 , 数学 教学 要 求 强 化 通 法 , 淡化 技 





结论 1: 若 太 = 1, 即 ! 平 分 A4BC 的 面积 ， 
则 入 = 
结论 2: 若 有 =1, 和 ==0, 则 和 =1, 即 DE 
是 4C 边 上 的 中 线 ; 
结论 3: 车 k = 入 则 入 = 0, 即 直线 /过 
点 ; 
特别 地 k= 二 入 == 1 时 , DBE 是 4B 边 上 的 中 
线 ; 
结论 4: 若 入 = 0, 则 和 = , 即 直线 ! 过 
点 , 且 直 线 ! 分 人 ABC ee 
等 于 同 高 三 角形 的 底 边 之 比 . 
定理 ”把 图 1 放 到 直角 坐标 系 中 , 若 点 4、 
B、C、D、 马 的 横 坐 标 分 别 为 XZ1、X2、X3、XD、 
zp. 则 Se4ac = mh Co 
(ZD — ZX1)(TE — XY1) 
似 地 ， Se 
证 明 : 0 XD = 
Xo 


和 = 一, 同 理 = 一 


XD 2 万 一 01 


由 引 塑 得 i = (A 和 +1)(N+1) 
a (+ 畦 于 +1) 


ZX2 十 AZ1 
1 十 入 








下 
da 


因此 人 S48 _ (za 一 z) 人 rs 一 2 
(XD = TX1)(TE 一 21) 
推论 如 图 2, 在 平面 上 , 若 4FVEBLJVD 开 


1]CHNBG, 则 = 
4BC SAFGH 


A YR Vt 大 


巧 , 但 这 并 不 等 于 不 要 技巧 . 

总 之 , 在 数学 教学 过 程 中 , 师 生 都 应 高 度 重 
视 作业 的 批改 , 优化 数学 作业 批改 的 方法 , 只 
有 这 样 , 教师 才能 从 繁琐 的 作业 批改 中 解放 出 
来 . 
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图 2 
证 明 : 以 与 直线 4 天 垂直 的 直线 为 z 轴 , 任 


意 点 为 坐标 原点 ,建立 直角 坐标 系 . 因此 点 4 
与 矿 B 与 G、C 与 了 H、B 与 J、D 与 KK 的 横 
坐标 分 别 相等 . 由 定理 即 可 得 到 结论 . 

2. 应 用 举例 

例 1 如 图 3, 已 知 A(1,1)、B(4,4)、C(6, 
2), 直线 /方程 为 十 y 一 和 = 0. 求 直线 /分 
人 4BC 两 部 分 的 面积 之 比 . 








= 


9 a 
图 3 
解 : 直线 4B 的 方程 为 x 一 y = 0, 直线 AC 
的 方程 为 x 一 5y 十 4 = 0, 则 忆 (2,2)、 已 (G5 ;) 
由 定理 得 


SAABC (4—1) x (6—1) 


= 一 一 全 二 9. 
(2 1)x G3 | 

所 以 直线 1 分 A4BC 两 部 分 , 四 边 形 与 小 
三 角形 面积 之 比 为 8 : 1. 

例 2 如 图 4, 在 人 4BC 中 , A(3,4)、B(l, 
2)、C(6,1), 点 MM 的 纵 坐 标 为 3, 过 点 M 的 直线 
1 分 人 ABC 两 部 分 的 四 边 形 与 三 角形 面积 之 比 
为 3 : 1, 求 直 线 ! 的 方程 . 

解 : 分 两 种 情况 讨论 : 

(1) 当 直 线 1 与 BC 交 于 点 N 时 . 

设 点 分 AC 所 成 的 比 为 和 , 点 N 分 BC 





SAADE 


所 成 的 比 为 Wy 由 定 比分 点 公式 
得 3 = 一人, 得 入 一 3, za 一 4. 又 由 引 理 


四 


™ 
| 
> 
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= -13, 所 以 直线 1 的 方程 


4), 即 13x 十 y 一 55==0. 
A 1 


VN — YM 
kMN = A 


ZN 一 忌 AM 
为 V 一 3 = 一 13(z 一 
y 








图 4 
(2) 当 直 线 / 与 4B 交 于 点 和 N' 时 . 
仿 (1) 做 法 得 直线 方程 为 x 一 5y 十 11 = 0. 
综 上 所 述 , 直线 1 的 方程 为 13z 十 y 一 55 = 
0 或 zz 一 5y 十 人 =0. 
另 解 因为 SAABC 


故 可 得 N 二 ) ,以 下 同 解法 一 


C(5， A 2， ee 
点 P 目 平分 人 4BC 面积 的 直线 1 的 必得 
yl 








图 5 


分 析 : 分 两 种 情况 讨论 : 
(D 当 1 与 4B 和 CB 相交 时 
设 M 分 AB 所 成 的 比 为 ,NN 分 CB 所 成 
的 比 为 和 
4 十 2 一 
由 定 比分 点 公式 知 M ( 4 人 i) 


根据 引 理 中 结论 1 得 入 二 “一 二 


入 
因此 N (2+3, 3 ). 
条 


1—A 入 
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课 例 :能 作 多 少 个 圆 ? 


201206 上 海 市 浦 兴 中 学 许 冬 生 


本 节 课 是 我 近年 在 初 三 年 级 上 的 一 节 习 题 
课 , 学 生 水 平 在 上 海 浦东 新 区 属 中 下 等 水 平 . 

一 、 教 学 设计 思想 

本 节 课 是 一 堂 变 式 教学 课 , 通过 对 一 道中 
考题 表达 形式 的 变 式 一 -命题 条 件 或 结论 的 变 
化 , 利用 “几何 画板 ”, 对 问题 进行 动态 演示 , 不 
断 深化 学 生 对 知识 的 理解 , 引导 学 生发 现 问题 、 
设计 问题 、 解 决 问 题 . 这 节 课 教师 的 “ 讲 " 更 多 
地 由 学 生 积 极 参 与 的 活动 所 代 蔡 , 学 生 由 “ 听 
讲 *”、“ 记 笔记 ”、“ 做 巩固 练习 ”的 学 习 方 式 更 多 
地 变 为 观察 、 操 作 和 尝试 , 提出 新 的 问题 . 

二 、 教 学 过 程 

师 : 同学 们 , 看 屏幕 上 显示 的 问题 1: 

(上 海 市 2000 年 中 考 第 16 题 ) 已 知 口 Oi 和 
Os 外 切 , 半径 分 别 为 lem 和 3cm, 那么 半径 
为 5cm 目 与 OO、@ 〇 O2 都 相 切 的 圆 一 共 可 以 
作出 _ 个. 

师 : 有 同学 能 说 出 满足 题目 条 件 的 圆 一 共 
可 以 作出 多 少 个 吗 (引出 课题 )? 

生 1: 4 个 . 

师 : 那 就 请 你 操作 演示 一 下 , 把 图 1 上 半径 








生 1: 操作 演示 , 完成 了 与 OOI、 〇 CO2 都 
相 切 的 4 个 圆 的 拖 动 , 如 图 2. 





师 : 我 听 到 下 面 有 同学 说 还 能 作 2 个 圆 , 生 
2 你 来 操作 演示 一 下 . 





生 2: 操作 完成 了 (如 图 3). 

师 : 有 同学 还 能 作出 圆 吗 ? 

生 3: 还 有 1 个 . 

(一 些 同 学 立刻 反对 说 没有 了 .) 

师 : 生 3 你 说 还 能 作 1 个 圆 , 你 上 来 操作 演 
示 一 下 , 好 吗 ? 

( 生 3 犹 殉 了 片刻 .) 
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生 3: 没有 了 . 

师 : 你 怎么 想到 还 能 作出 1 个 圆 的 ? 

生 3: 我 看 图 1 上 有 7 个 圆 , 所 以 我 想 应 该 
可 以 作 7 个 圆 的 . 

师 : 这 题 的 正确 答案 应 该 是 可 以 作 6 个 圆 ， 
我 图 1 上 给 了 7 个 圆 , 是 想 有 足够 多 的 圆 供 同 
学 们 操作 实验 用 . 下 面 同学 们 观察 一 下 图 3 中 
的 6 个 圆 有 什么 特点 ? 

生生 这 6 个 圆 中 , 有 2 个 圆 与 QO1、0， 
相 外 切 , 有 2 个 圆 与 QO1、Q、O。 相 内 切 , 有 1 
个 圆 与 OQO1 相 外 切 与 OO2 相 内 切 , 有 1 个 圆 
与 OO1 相 内 切 与 Os 相 外 切 . 

师 : 还 有 同学 有 补充 的 吗 ? 

你 们 看 图 3 是 不 是 很 漂亮 、 匀 称 ” 所 作出 
的 圆 是 不 是 有 一 定 的 规律 ? 

(一 些 同 学 在 下 面 说 对 称 .) 

师 : 关于 什么 对 称 ? 

生 5: 关于 直线 O102 对 称 . 

师 : 下 面 我 们 来 看 问题 2 (屏幕 显示 ): 

已 知 OO1 和 QO 外 切 , 半径 分 别 为 lcm 
和 3cm. 

(1) 半 径 为 4cm 且 与 OO1、 〇 Os 都 相 切 的 
圆 一 共 可 以 作出 __ 个; 

(2 半径 为 3.5cm 上 且 与 OOI1、 〇 O2 都 相 切 
的 圆 一 共 可 以 作出 个 ; 

(3) 半径 为 3cm 是 与 口 0D1、 〇 Os2 都 相 切 的 
圆 一 共 可 以 作出 人 

(外 半径 为 2cm 目 与 口 0D1、 〇 Os2 都 相 切 的 
圆 一 共 可 以 作出 2 

(5 半径 为 Icem 上 且 与 口 0D1、 〇 Os2 都 相 切 的 
圆 一 共 可 以 作出 个 ; 

(6) 半 径 为 0.5cm 上 且 与 口 0D1、@ 〇 CO。 都 相 切 
的 圆 一 共 可 以 作出 个. 

生 6: 第 (1) 题 5 个 ; 第 (2) 题 4 个 ; 第 (3) 题 
3 个 ; 第 (4) 题 4 个 ; 第 (5) 题 3 个 ; 第 (6) 题 4 个 . 

师 : 回答 正确 . 哪 位 同学 还 能 总 结 一 下 , 当 
所 作 圆 的 半径 怎样 变化 时 , 与 OO1、@ 〇 O2 都 
相 切 的 圆 分 别 有 和 多少 个 ? 

生 7 (数学 课 代表 作出 总 结 ): ( 略 ). 
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师 : 生 7 总 结 得 非常 好 ! 我 们 接着 看 问题 
3 (屏幕 显示 ): 已 知 口 0 和 QO。 外 切 , 半径 分 
别 为 1 和 3. 

(1) 如 果 半 径 为 "日 与 OO1、Q 〇 Os 都 相 切 
的 圆 一 共 可 以 作出 3 个 , 那么 + 的 范围 是 ; 

(2) 如 果 半 径 为 7" 且 与 OO1、@ 〇 O2 都 相 切 
的 圆 一 共 可 以 作出 4 个 , 那么 7 的 范围 是 ; 

(3) 如 果 半 径 为 "日 与 OO1、Q 〇 Os 都 相 切 
的 圆 一 共 可 以 作出 5 个 , 那么 "的 范围 是 ; 

( 细 如 果 半 径 为 7" 且 与 OO1、@ 〇 O2 都 相 切 
的 圆 一 共 可 以 作出 6 个 , 那么 + 的 范围 是 __. 

师 : 我 改变 了 题目 的 设 问 方式 , 哪 位 同学 
能 回答 这 个 问题 ? 

(下 面 同学 纷纷 举 手 .) 

生 8: 第 (1) 题 答案 是 + = 1 和 "= 3; 第 (2) 
题 答案 是 0 <7 < 1 和 3 <7 < 4; 第 (3) 题 答 
案 是 7 = 4; 第 (4) 题 答案 是 7 > 4. 

师 : 生 8 回答 得 很 正确 , 如 果 没 有 前 面 的 问 
题 作 铺垫 , 这 是 一 道 难度 相当 高 的 题目 . 我 们 
经 过 前 面 几 个 问题 的 练习 , 当 两 个 定 贺 OO1 和 
Os 外 切 , 所 作 圆 的 半径 变化 时 的 这 类 问题 同 
学 们 都 已 掌握 得 不 错 . 如 果 QOi1 和 Os 的 位 
置 改 变 , 比如 相交 、 内 切 、 内 含 、 外 离 , 同学 们 
能 仿照 老师 编 一 些 题目 出 来 吗 ? 设计 的 要 求 
(1) 数字 简 单一 点 ; (2) 像 前 面 的 问题 2 一 样 , 形 
成 题 组 形式 ; (3) 自己 一 定 要 知道 答案 , 让 其 他 
同学 来 回答 . 

现在 我 们 先 就 相交 情况 来 设计 题目 , 看 哪 
位 同学 题目 设计 得 精彩 . 

生 9: 我 设计 的 一 道 题目 是 已 知 〇 Oil 和 
Q 〇 Os 相交, 半径 分 别 为 2cm 和 3cm, 圆心 距 为 
3cm, 那么 

(1) 半 径 为 9cm 日 与 QO1、、0O。 都 相 切 的 
圆 一 共 可 以 作出 个 ; 

(2) 半 径 为 gcm 有 目 与 OO1、 〇 O2 都 相 切 的 
圆 一 共 可 以 作出 个 ; 

(3) 半 径 为 4cm 有 目 与 01、 〇 O2 都 相 切 的 
圆 一 共 可 以 作出 个 ; 

(多 半径 为 3cm 有 目 与 DO01、@ 〇 O2 都 相 切 的 
圆 一 共 可 以 作出 个 ; 





5-92 数学 教学 


(5) 半 径 为 2.5cm 目 与 OOI、@ 〇 O2 都 相 切 
的 圆 一 共 可 以 作出 个 ; 

(6) 半径 为 2cm 且 与 0D;、 〇 O2 都 相 切 的 
圆 一 共 可 以 作出 个 ; 

(7) 半 径 为 lcm 且 与 01:、 〇 O2 都 相 切 的 
圆 一 共 可 以 作出 个. 

师 : 生 9 题目 设计 的 题目 相当 不 错 , 只 是 有 
了 “圆心 距 为 3cm”, 可 以 “把 QO1 和 Os。 相 
交 ” 这 一 条 件 去 掉 . 其 他 同学 好 好 考虑 , 看 看 能 
不 能 回答 生 9 的 问题 . 

(教师 按照 生 9 的 叙述 , 在 电脑 对 问题 2 作 
了 修改 , 把 生 9 的 问题 在 屏幕 上 显示 出 来 . 经 过 
一 段 时 间 思考 和 动手 操作 , 有 一 些 同学 举 手 .) 

生 10: 第 (1) 题 4 个 ; 第 (2) 题 3 个 ; 第 (3) 题 
2 个 . 

师 : ( 问 生 9) 他 回答 得 正确 吗 ? 

生 9: 正确 . 

师 : 其 他 同学 认为 生 10 回答 得 对 不 对 ? 

生 : ( 齐 声 ) 对 ! 

生 11: 第 (4 题 2 个 ; 第 (5) 题 2 个 ; 第 (6) 题 
2 个 ; 第 (7) 题 5 个 . 

生 12: 生 11 前面 两 个 小 题 回 答 是 正确 的 ， 
后 面 两 个 不 对 , 第 (6) 题 应 该 是 3 个 ; 第 (7) 题 应 
该 是 6 个 . 

师 : 那 你 把 第 (6) 题 和 第 (7) 题 操作 演示 一 
下 好 吗 ? 

( 生 12 完 成 了 第 (6) 题 (图 和 和 第 (7) 古 (图 
5) 的 操作 演示 .) 











师 : 我 接着 生 9 设 计 的 问题 再 给 出 第 (8) 题 
半径 为 0.5cm 且 与 OOI、@ 〇 02 都 相 切 的 圆 一 
共 可 以 作出 _ 个. 同学 们 观察 一 下 图 5. 

(大 部 分 同学 回答 8 个 . 教师 操作 演示 如 图 
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6.) 
师 : 生 9 你 能 就 你 设计 的 两 圆 相 交情 况 总 
结 一 下 ， 当 所 作 圆 的 半径 怎样 变化 时 ， 与 


OOI、O 〇 CO2 都 相 切 的 圆 分 别 有 多 少 个 ? 





图 6 

生 9: 当 所 作 圆 的 半径 >>8cm 时 , 与 OO1、 
〇 OO2> 都 相 切 的 圆 有 4 个 ; 

当 所 作 圆 的 半径 7 = 8cm 时 , 与 〇 O1、 
Os 都 相 切 的 圆 有 3 个 ; 

当 所 作 圆 的 半径 2cm < 7 < 8cm 时 , 与 
QO1、QO。 都 相 切 的 圆 有 2 个 ; 

当 所 作 圆 的 半径 7 = 2cm 时 , 与 OQO1、 
QO 都 相 切 的 圆 有 3 个 ; 

当 所 作 圆 的 半径 1cm< ”> < 2cm 时 , 与 
OOI、@ 〇 O2 都 相 切 的 圆 有 4 个 ; 

( 注 : 这 里 开始 生 9 回 答 错误 ,经 老师 提示 
后 回答 正确 .) 

当 所 作 圆 的 半径 7 = 1cm 时 , 与 〇 O1、 
QO 都 相 切 的 圆 有 6 个 ; 

当 所 作 圆 的 半径 0cm< 7 < 1cm 时 , 与 
OOI、@ 〇 O2 都 相 切 的 圆 有 8 个 . 

师 : 这 节 课 从 一 道中 考题 出 发 , 我 们 通过 
改变 问题 的 题 设 , 设计 出 了 很 多 新 的 问题 . 今 
天 的 作业 , 课 后 就 两 圆 内 切 、 内 含 、 外 离 情况 ， 
自己 设计 问题 自己 解答 , 也 可 以 设计 其 它 类 似 
的 问题 , 自行 解答 . 

三 、 教 学 后 记 

同学 们 在 第 二 天 交 上 来 的 作业 中 , 除了 就 
两 圆 内 切 、 内 含 、 外 离 等 情况 , 设计 出 一 些 类 
似 的 问题 , 并 作 相 应 的 解答 外 ， 还 设计 出 一 些 
很 精彩 的 问题 , 如 

(1) 已 知 直线 a 和 QO 相 切 , OO 的 半径 为 
4cm, 那么 半径 为 lem 是 与 直线 a 和 OO 都 相 
切 的 圆 一 共 可 以 作出 个 (答案 4 个 ); 

(2) 已 知 OO 的 半径 为 4cm, 圆心 O 到 直线 
a 的 距离 为 lcm, 那么 半径 为 lcm 且 与 直线 wC 和 
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也 谈 13 十 23 十 33 十 … 
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十 公式 的 导出 


412000 湖南 省 株洲 市 第 17 中 学 谭 雄 次 


《数学 教学 》2004 年 第 6 期 《导出 公式 13 十 
23 二 33 十 … 十 吧 的 四 种 方法 》 一 文 . 笔者 有 
感 于 其 中 的 第 四 种 方法 一 面积 法 , 现 再 介绍 
另外 几 种 直观 、 简 洁 的 方法 . 

1.(11 世 纪 阿 拉 伯 数学 家 阿尔 卡 克 西 (953- 
1029) 用 的 推导 方法 ) 构 造 如 图 1 所 示 的 n 个 正 
方形 ,满足 条 件 4;_14; = 4 14; = 二 i 一 1(2< 
i 荆 nn 十 1), 则 正方 形 Ai1An+1BA% 41 内 的 
个 正方 形 把 它 分 割 成 n 块 , 每 块 面积 从 小 到 大 
依次 为 13，23，33,，.… ，73, 所 以 有 13 十 23 十 
33 十 … :十 ma = (1 十 2 二 3 十 :十 1)? 一 
be 十 | n(n+1) 


























2 4 
OR 'B 
n3 
44 
3 33 
4 
2 1 
2 
42 1 
J 13 | 
(41)4114s 2 43 44 An+t1 
图 1 


2.(11 世 纪 男 一 位 阿拉 伯 数 学 家 阿尔 . 海 森 
(965-1039) 用 的 推导 方法 ) 把 长 方形 ABCD 
按 图 2 所 示 分 割 , 则 及 十 2 十 3 十 … 十 
m3 十 [2 十 (1 十 23) 十 (二 十 2 十 32) 十 …+4 





TT rr rr rr rr 


OO 都 相 切 的 圆 一 共 可 以 作出 个 (答案 
8 个 ); 
(3) 已 知 口 O 的 半径 为 1cm, 圆心 0 到 直线 


(12 十 22 十 32 十 :… 十 02)] = (m 十 1)(12 十 22 十 
32 十 … :十 m2). 

因为 12 十 22 十 3 十 十 7 

_ n(n+1)(2n+1) 





























6 
3 1 多 
一 一 ”十 一 n 十 一 nn 
3 2 6 

DF C 
Eh 12 二 22 上 32+ tn 

1 

. 1 1 
le ee eA de ee 1 
1 1 2 二 224 十 32 A 
1 12 + 22 Wl 
人 1 
1 -上 23 33 ! 

下 1 
pd VE 0 1B 
A 3 Sale Ds 
12! ! 
图 2 


所 以 13 十 (12 十 22) 十 (1 十 2 十 39) 十 … 十 
0 2 让 





1 1 
er 
3 十 …: 十 n). 
4 1 
从 而 (D+2 十 3 十 … 十 全 ) 二 n(n 二 
1 1 
1)?(2n +1) 一 一 1)(2n +1) 一 一 
) )—- 5 +1)2n+l) -n+ 
I) 二 本 (十 1)[2(m 十 1)(27 十 1) 一 (27 十 1) 一 


1 1 
1] = 0 1) x 4n(n+1)= 3 nt 1 


故 13 十 23 十 33 十 … 十 T3 一 In2(n+D2 

3. 构 造 如 图 3 所 示 的 阶梯 形 .其 中 从 上 到 下 

各 正方 形 的 边 长 分 别 为 1, 2, 3,…, n. 4 = 

1, 2,…, m) 是 第 i 行 第 i 个 正方 形 的 左上 端点 ， 
(下 转 第 5-10 页 ) 


TTT 


a 的 距离 为 2cm, 那么 半径 为 4cm 且 与 直线 C 和 
〇 OO 都 相 切 的 圆 一 共 可 以 作出 个 (答案 
4 个 ). 
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基本 图 形 在 抛物 线 中 运动 的 探究 


312030 浙江 省 绍兴 柯 桥 中 学 章 水 云 314001 渐 江 省 嘉兴 第 一 中 学 昌 峰 波 


问题 1 在 抽 物 线 z2 = 3 的 内 部 放 一 个 
动 国 ， 问 : 贺 在 什么 情况 下 能 接触 到 抛物 线 的 
项 点, 此 时 国 的 最 大 半径 为 多 少 ? 

这 是 一 个 能 激发 学 生 兴趣 、 发 展 数学 思 
维 、 提 高 探索 能 力 的 好 题 , 获 见于 各 种 数学 次 
料 中 .本文 在 抛物 线 固定 的 前 提 下 , 将 此 问题 
的 动 国 换 成 不 同 的 形状 , 研究 其 性 质 , 供 读者 
们 参考 

一 、 抛物 线 中 的 动 加 

问题 1 的 实质 就 是 求 满足 已 知 条 件 的 动 加 
的 最 大 半径 , 下 面 从 不 同 的 角度 给 出 它 的 解答 

方法 一 :如 图 1, 抛物 线 方程 为 2? = 3 
设 圆心 在 y 轴 正 半 轴 上 , 目 过 原点 的 圆 方程 为 
如 二 (一 丰 ? 二 7 将 之 代入 抛物 线 方程, 消 
去 z 得 P+ (3-27)y=0， 


, 轴 =0, yp 27 一 了 ,要 使 加 能 接触 


、 1 1 
物 线 顶点 , 必须 27 一 7 和 0, 即 当 0 < 7 < 村 
时 , 圆 一 定 会 触及 抛物 线 顶点 . 


2 





Sil 


图 1 
方法 二 :如 图 2, 设 抛物 线 上 动 点 P 的 坐标 
为 (a, 2a2), 圆心 在 y 轴 正 半 轴 上 , 且 过 原点 的 
圆 方程 为 2 十 (vy 一")? = 7?, 若 要 使 圆 能 触及 
抛物 线 顶 点 , 则 已 到 圆心 (0,) 的 距离 要 恒 大 
于 或 等 于 7, 即 吧 十 (22 一 7) 2 > 2 恒 成 立 , 即 


1 
7 和 十 本 恒 成 立 ， i 0<r<7 


> 


图 2 
二 、 抛物线 中 的 动 线段 
问题 2 定 长 为 2 的 线段 4B 的 两 个 端点 
在 上 述 抛物 线 2? = 2 上 运动 , 记 线段 4B 的 
中 点 为 , 求 点 五 到 z 轴 的 最 短 距离 , 并 求 出 此 
时 点 互 的 坐标 . 





yl 




















已 
\ 
O 人 
41 ID Bil 
图 3 
1 
解 如 图 3, 由 题 意 可 知 ,焦点 (0, 计 ), 准 


线 1: y = -二 过 A 甩 , 瑟 分 别 作 ! 的 生 线 , 和 
足 为 41、 Bi、D, 连结 AF、BF, 由 抛物 线 定义 
可 知 |BD| = 3(1A41|+|BBl) = 3(|API+ 
IBF)), 

“|4B| = 2 大 于 通 径 

.在 人 4AFB 中 , |4F|+|BF| >14B|, 

“yp =|BD| -3 > 5AB|-5=7, 当 
且 仅 当 线段 4B 过 焦点 时 , 等 号 成 立 


记 4B 的 方程 是 y = hz + 5, 代入 抛物 线 


1 1 
方程 得 2? 一 DU 由 |4B| = 2, 得 


16 
天 三 土 V3， 
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< 盏 点 的 从 标 为 | >, x(- 交 3) 


更 一 般 地 , 如 果 把 细 棱 的 长 度 变 为 a, 上 述 


情况 如 何 呢 ? 下 面 我 们 来 进一步 探究 : 设 中 点 
已 (zo,yo), 直线 4B 的 方程 为 


T= Zottceosa, 人 
| (t 为 参数 )， 
2 = Yo+t tsinoa, 


由 抛物 线 的 对 称 性 , 可 令 0 < a < 5， 


将 参数 方程 代入 z2 = 3 


整理 得 2t? cos? a 十 (4zo cos a — sin a)t 十 
276 — VYo=0. 
又 五 是 中 点 , 所 以 
sin a 一 420 coS Q: 


a 


从 而 tan a = 4zxo. 


0 | 一 t2| = (万 十 t2)? 


2(yo 一 2z0) 
CoOS2 a 


— 4tit» 


“Yo 二 27z3 十 50 cos2 a 


1 
tan2 a 十 50 cos2 a 


8 
1 

= 3(sec a + 4a cos2 a — 1) 
1, 2。 ，» 1 

gd4a CoOs“ at 十 人 1). 


1 1 
讨论 : @O 当 a > 3, 此 时 cos a = \/ 元 ,点 


到 。 赴 的 最 和 让 交 = (ta 一 了 
@ 当 0 < a < > 此 时 cosa = 1, 点 五 到 
2 
7 轴 的 最 短 距离 = 全- 
由 此 我 们 还 可 以 得 到 以 下 更 一 般 结论 : 定 


长 为 4 的 线段 4B 的 两 个 端点 , 在 上 述 抛物 线 
2 一 2py 上 运动 , 记 线 段 有 则 点 


可 (4 一 中 ， a 之 2p 
到 z 轴 的 最 敌 距 离 d= 和 
gp’ 0<a< 2p. 


评注 : 长 度 a 大 于 等 于 抛物 线 的 通 径 可 采 
用 抛物 线 定 义 求解 , 若 " 小 于 抛物 线 的 通 径 则 
不 能 用 此 解法 . 本 题 通 过 引进 参数 方程 , 把 问 
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题 化 归 为 求 函 数 最 值 , 两 者 统一 求解 , 思路 清 
晰 , 解法 简洁 

三 、 抛物 线 中 的 动 直角 三 角形 

问题 3 在 上 述 抛物 线 22 = 3y 内 有 一 系 
列 直角 顶点 与 原点 重合 , 男 两 点 在 抛物 线 上 运 
动 的 直角 三 角形 , 间 它 们 的 斜 边 交 于 同一 点 吗 ? 








图 4 


解 :如 图 4 0 B(xz2,222)， 则 
0 7Z 一 To2 


直线 AB 方 程 为 了 二 27 二 


一 222 21 一 2Z2 
化 简 得 y 一 2 = Sl + X2) (7 一 Za2)， 
y = 2(21 + 7T2)7 — 27172, (*) 
又 “OA 1 OB, 
1 
。 221 “ 272 ls 即 zi “XZ2 一 A 
代入 (*) 式 , 得 


2 一 2(21 十 TX2)7 二 7， 


故 它们 的 斜 边 经 过 定点 { 0, )， 

下 面 我 们 来 探索 更 一 般 的 情形 : 把 直角 三 
角形 的 直角 顶点 从 原点 移 到 抛物 线 上 任 一 点 P 
处 , 其 它 条 件 不 变 , 此 时 斜 边 4 万 还 过 定点 . 








图 5 
证 明 : 如 图 5, 设 Pl(a,2a?). … AP 1 BP,， 
, 2a? 一 2z3 2a2 一 2z3 _ 1 
a— Zl Qa—7z2 
1 
化 简 得 (a + zi)(a + zz) 一 0 
1 
即 a? + a(zl 十 Za) 十 X172 一 0 
1 
.TIT2 一 一 二 一 a(Zl 十 Z2) 一 a2， 


代入 (*) 式 , 同 理 可 得 
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三 2(zl 十 zzj(z 十 a) 十 (3 十 2o) 


1 
此 时 侠 边 4B 过 定点 (a, + 2 


我 们 再 来 探索 :在 上 述 情形 下 , 过 卫 点 作 
4 的 垂 线 , 垂 足 为 @, 问 @ 的 轨迹 是 什么 ? 





图 6 


解 :如 图 6, 设 Q(z,y)、P(a, 2a7)， 
”AB 过 定点 (~ 2 让 2o) 





2 
二 站 三 一 了 
TO gd 

又 AB | PQ, 
kpoQkAaB = —1, 

二 一 2a2 
2 一 2a2 Y 

即 < = 一 1, 化 简 得 
TXT—a 人 十 Q 

Z2 十 2 一 | 二 二 4ao2 jy 十 4o4 = 0. 


显然 @ 点 的 轨迹 是 一 个 圆 (去 挤 点 甩 ) 

评注 : 当 Q 点 为 原点 , 抛物 线 方程 z2 = 3y 
为 多 = 4px, 此 题 即 为 2000 年 北京 ,安徽 春季 
高 考 理 第 22 题 . 

如 果 把 直角 三 角形 改 为 任意 三 角形 且 丙 边 
倾斜 角 互 补 , 我 们 还 可 以 得 到 一 个 更 有 趣 的 性 
质 :成 为 抽 物 线 上 任 一 点 直线 已 4、 已 与 掀 
线 交 于 4、B 两 点 , 若 已 4、P 忆 的 倾斜 角 瑟 补 
则 A4B 为 一 组 平行 直线 


4 
B 
P 
O 加 
图 7 


证 明 : 如 图 7, 设 P(a,2a?)、A(z1,2x9)、 
B(z2,273),， PA 和 斜率 为 k, 则 了 PA 直线 方程 为 
y 二 (Zz 一 Q) 十 2@?, 代入 抛物 线 方程 得 22? 一 
kz++ak— 2a?=0, 
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。。 Xl 十 a 二 一. 


—k 
同 理 x2 十 a = 了， 


V2 一 人 尼 1 
= 2(21 十 22) 一 一 4a. 


-AB 为 一 组 平行 直线 

进一步 探索 , 我 们 还 可 以 得 到 更 一 般 结 论 : 
若 直角 三 角形 的 直角 顶点 为 抛物 线 z = 2py 
上 任 一 点 P(2pto, 2p 妇 ), 另 两 点 在 抛物 线 上 运 
动 , 此 时 和 斜 边 4B 过 定点 (一 2pto, 2p 十 2pt%). 

四 、 抛 物 线 中 的 动 矩形 

问题 4 已 知己 为 扫 物 线 z2 = 3y 上 任 一 
点 ,四边形 P4CB 为 动 抵 形 , 问 CO 点 的 轨迹 是 
什么 ? 





图 8 


解 :如 图 8, 设 C(z,Y). P、A、B 和 坐标 同 上 ， 
由 问题 3 得 4 过 定点 ( 二 +20?), 玫 PC 








2 
的 中 点 万 的 坐标 为 ( 2 二 <, 2 ) 
yy—1— 2 
四 Z 十 30 
又 hap = 2z2 一 22? 


22 一 21 
一 2(zZ1 + 7X2) = 2(72 + a), 

.YC—1—2a=2(r+a)(r+ 3a), 

整理 得 y = 2z2 十 8az 十 8a2 十 |. 

故 C 点 轨迹 为 一 抛物 线 . 

从 上 可 知 , 基本 图 形 在 扫 物 线 上 运动 草 藏 
着 许多 优美 的 性 质 , 善于 挖掘 这 些 性 质 , 可 以 
开阔 学 生 思维 、 培 养 学 生 探 究 能 力 . 因此 , 在 
日 常 的 教学 中 , 要 引导 学 生 多 思 善 想 , 纵横 探 
究 , 这 样 学 生 的 思维 水 平定 会 上 升 到 一 个 新 的 
层次 . 
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一 个 解析 几何 问题 的 拓展 与 联想 


310012 浙江 省 杭州 市 学 军 中 学 闻 杰 


题目 : 已 知 与 曲线 C : 22 十 内 一 2 一 2 十 
1 = 0 相 切 的 直线 1! 交 xX、y 轴 于 A4、B 两 点 , O 
为 原点 , |04| = a, |0B| = b(a > 2, > 2), 
求证 : (a 一 2)(5 一 2) = 2. 

我 把 本 题 改编 后 作为 本 课 的 引入 . 教学 过 
程 (分 四 个 层次 ) 

第 一 层次 : 问题 的 提出 与 展开 . 

已 知 与 圆 C : (z 一 人 六 十 人 一 六 三 玫 相 
切 的 直线 !/ 交 Z、% 轴 于 4、 妃 两 点 ，O 为 原点 . 
当 切 线 ! 绕 圆 C 转动 时 你 觉得 有 哪些 问题 值得 
我 们 去 探究 ? 

(提出 开放 性 问题 , 片刻 后 学 生发 言 热烈 .) 

生 1: 信 40B 的 面积 应 该 有 最 大 值 , 周 长 应 
该 有 最 小 值 , 线段 4B 的 长 应 该 有 最 小 值 . 

生 2: 人 40B 的 面积 最 大 值 不 存在 , 应 该 有 
最 小 值 . 

师 : 还 有 问题 需 补 充 吗 ? 

生 3: 上 面 两 同学 的 问题 不 完全 对 , 因为 当 
直线 转 到 圆 左 下 方 时 ， 面积 、 周 长 、 长 度 均 
无 最 值 可 言 , 只 有 当 直 线 在 圆 右 上 方 转动 时 ， 
上 述 问题 才 有 意义 , 故 应 加 条 件 : 设 点 A(a,0)、 
B(0,0), a > 27,b > 27. 

师 : 你 考虑 问题 很 全 面 . 还 有 哪 位 要 补充 ? 

生 和 4: 还 可 以 求 |0A| 十 |0B| 的 最 小 值 . 

师 :还 有 吗 ? 如 果 暂 时 没有 的 话 , 我 们 来 看 
上 述 问题 是 否 存在 ? 值 不 值得 我 们 作 深 入 的 
研究 . 

(打开 课件 探索 并 测试 上 述 各 问题 数据 , 如 
图 1.) 

(1) 人 40B 的 面积 有 无 最 值 ? 最 大 还 是 最 
小 ? 

(2) 人 40B 的 周 长 有 无 最 值 ? 最 大 还 是 最 


小 ? 








”4 


面积 ABO4=23.43 厘 米 ? 
BB BO+OA+AB=23.42 厘 米 























图 1 

(3) 线段 4B 的 长 有 无 最 值 ? 最 大 还 是 最 
小 ? 

(124|+|IOB 有 最 大 值 还 是 最 小 值 ? 

师 :通过 电脑 动态 展示 , 我 们 猜想 人 4OB 
的 面积 有 最 小 值 , 周 长 有 最 小 值 , 线段 4B 的 长 
有 最 小 值 , |0A| 十 10B| 有 最 小 值 . 那么 还 需要 
严格 证 明 吗 ? 当然 要 ! 下 面 请 分 组 讨论 证 明 ， 
并 把 你 们 的 证 明 过 程 到 台 前 展示 给 大 家 看 . 

几 分 钟 后, 各 组 分 别 派 代表 在 实物 投影 仪 
上 展示 了 他 们 的 证 明 过 程 , 归纳 如 下 : 

问题 1 设 点 A(a,0)、B(0,5b) (a > 27,， 7 
> 27), 则 直线 方程 为 二 + 二 1, 即 bz 十 ay 一 
ab = 0, 由 于 与 圆 相 切 , 故 有 

or 十 or 一 abl 
a 

即 ab 十 27?2 一 2ar 一 2br = 0, 

从 而 ab 十 27? = 2r(a 十 0) > 4rvVab, 解 得 
Vab > (2 十 V3)r 或 Vab < (2 一 V2)7 ( 舍 ). 

所 以 SA408 = 53ab > (3+2V3)r?. 

问题 2 工 = a 二 b 十 (g++b 一 27) = 2(a 十 
b) 一 27, 由 于 27(a 十 5b) = ab 十 272, 而 Vab 之 
(2 十 V2)r, Tab > (6 十 4V2)r2. 

从 而 周 长 二 > (6 + 4V2)7、 

问题 3 |4B| =a+b 一 27, 由 于 

2r(a+b) = ab + 272, 
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ab > (6 十 4V2)r2. 
从 而 |4B|=a++b 一 27 
> (2 十 2V2)7r. 
I0A|+|I0B|=a+? 
> (4 十 2V2)r. 

上 述 问题 达到 最 值 的 情形 相同 , 均 为 a = 
b = (2 十 V2)7, 直线 方程 为 

z+y— (2+vV2)r=0. 

说 明 :问题 1~ 4 是 解析 几何 、 不 等 式 与 实 
际 问 题 相 结合 的 一 个 很 典型 的 问题 , 由 于 借助 
了 几何 画板 的 动态 功能 , 使 整个 变化 过 程 一 目 
了 然 , 既 激发 了 数学 兴趣 又 训练 了 基本 功 . 在 
学 生 自 感 问题 圆满 解决 的 高 亢 情绪 下 教师 继 
续 发 问 . 

师 :在 直线 运动 的 过 程 中 , 我 们 能 否 探 究 一 
些 特殊 点 的 轨迹 问题 ? 

生 5: 可 以 探求 4B 中 点 三 的 轨迹 . 

师 : 好 的 , 先 请 大 家 在 本 子 上 探索 , 并 画 出 
简 图 , 说 明 曲 线 类 型 , 最 好 能 说 出 相关 的 几何 
特征 . 

(分 组 讨论 , 成 果 展 示 .) 

组 1: 中 点 轨迹 是 以 坐标 轴 为 渐 近 线 的 双 曲 
线 . 

组 2: 中 点 轨迹 是 双 曲 线 , 但 不 是 以 坐标 轴 
为 渐 近 线 , 而 应 该 是 过 圆心 的 两 条 与 坐标 轴 平 
行 的 直线 为 渐 近 线 . 

师 :看 来 大 家 对 这 个 问题 既 有 共同 的 观点 
也 有 一 定 的 分 歧 , 我 们 先 请 电脑 帮助 作出 评判 ， 
然后 再 想 办 法 证 明 (动画 展示 ). 


问题 4 
































图 2 
(5) 线 段 4B 中 点 的 轨迹 如 何 ? 能 求 吗 ? 
动画 展示 结果 确实 如 组 2 所 述 (图 2), 看 来 
你 们 的 直觉 思维 很 强 , 那么 怎样 证 明 呢 ?讨论 
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后 大 家 认同 了 一 种 简单 的 证 明 : 

Dh 
Pe k 


由 于 在 前 述 问题 中 有 关系 式 ab 十 27? 一 
2ar 一 2br = 0, 故 轨迹 方程 为 2zy 十 72 一 2z7 一 
2yr = 0, 由 于 从 方程 的 形式 还 看 不 出 双 曲线 
的 特征 , 故 需 对 方程 变形 , 怎么 变形 有 利 呢 ? 

生 人 6: 把 y 与 z 分 离开 , 化 为 反比 例 画 数 的 
形式 y = 了 二 人 (由 于 a > 2r, 因此 z > 
门 . 这 样 画 出 的 图 象 与 我 们 刚才 电脑 上 看 到 的 
图 象 就 一 致 了 , 而 且 双 曲线 的 中 心 正 好 在 圆心 

师 :很 好 . 还 有 问题 要 提 吗 ? 

生 7: 有 , 圆心 C 与 中 点 书 的 距离 应 该 有 最 
小 值 ， 因 为 从 图 上 看 轨迹 与 圆 相 切 ， 所 以 
(QPS 

师 : 你 对 图 象 观 察 得 真 仔细 , 并 得 出 了 具体 
的 量化 数据 . 还 有 什么 问题 要 提 ? 

生 8: 有 , 我 可 以 把 生 6" 同 学 的 函数 式 再 
变形 为 y 一 7 = 5 一 7 再 把 (z 一 门 从 分 母 
乘 到 左边 后 得 (z 一 7")(y 一 7) = 于, 这 就 是 以 
CP 为 对 角 线 的 矩形 的 面积 (各 边 与 坐标 轴 平 
行 ) 可 以 断定 邱 形 面积 Sowpar = 本 为 常数 

师 : 为 加 深 对 这 个 问题 的 认识 , 我 们 用 电脑 
验证 以 上 两 位 同学 的 结论 . 课 后 请 各 自 再 证 明 

同学 们 表现 很 好 , 提出 了 不 少 很 有 创建 性 
的 问题 , 下 面 请 继续 观察 :如 图 3, 把 矩形 沿 对 
角 线 CP 齐 开 并 沿 直角 边 翻 开 , 得 直角 三 角形 
CEF, 请 关注 : (1) 三 角形 的 面积 特征 , (2) 三 角 
形 斜 边 B 与 轨迹 的 位 置 关系 (动画 展示 ); 








2 
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众生 :三 角形 CEF 的 面积 为 常数 7?, 三角 
形 斜 边 BF 与 轨迹 相 切 ( 相 切 的 证 明 可 放 到 以 
后 ). 

第 二 层次 : 逆向 提问 , 面积 为 定 值 时 中 点 
轨 远 如 何 . 

上 述 “ 三 角形 CEF 的 面积 为 常数 ， 如果 
把 这 个 问题 倒 过 来 思考 会 怎样 ? 即 一 直线 与 
坐标 轴 围 成 三 角形 的 面积 为 常数 , 则 其 斜 边 中 
点 的 轨迹 是 什么 ” (动画 展示 , 如 图 甸 7 














众生 : 双 曲 线 . 
师 : 怎么 证 明 ? 
生 9: 设 点 4(a,0)、B(0,5)、 中 点 P(x,Y)， 
1 
则 2zx 二 4， 2y b, 由 面积 SA 3%, 得 y 2 


3, 是 双 曲 线 : 

师 :证 得 简洁 明快, 那么 如 果 线段 AB 不 是 
与 互相 垂直 的 坐标 轴 围 成 定 面积 , 而 是 与 任意 
两 条 定 直线 围 成 定 面积 , 则 4 有 中 点 轨迹 又 将 
如 何 呢 ? 还 是 双 曲 线 吗 ? 











图 5 


在 大 家 迷茫 之 时 , 教师 打开 动画 , 描 出 轨 
迹 ( 图 5) 并 分 别 转动 直线 OA、0B, 让 学 生 
看 到 在 任意 给 定位 置 , 只 要 三 角形 OA4B 面积 
为 常数 , 4B 中 点 忆 的 轨迹 一 定 是 双 曲 线 ( 这 里 
充分 体现 了 信息 技术 整合 到 学 科 中 的 优点 ), 为 
巩固 这 一 知识 点 , 下 面 设置 了 一 道 使 0A、0OB 
关于 x 轴 对 称 的 具体 问题 : 
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直线 ! 交 两 射线 1: 2 一 y = 0(x > 0)， 
l2: 27 十 y= 二 0(z 之 0) 于 4、B 两 点 , 且 与 两 
射线 围 成 的 面积 为 4. 

(1) 探 求 4B 中 点 也 的 轨迹 ; 

(2) 观 察 直线 /与 轨迹 的 关系 . 

(分 组 讨论 后 , 归纳 较 优 解 法 如 下 .) 

解 :如 图 6, 设 A(a,2a)、B(b, 一 20)、 
P(x,y), 有 1 的 倾斜 角 为 9, 则 

I04| = Va? + 4a? = V5a, 

I0B| = VB +40 = VL. (1) 

由 三 角形 OAB 面积 得 : 

I0A| .IOBlsin20 = 8， (2) 

“点 忆 是 中 点 ， 

27 一 ww 十 

7 | 2y = 2a 一 20， 

27 十 y 三 2a， 
解 得 

22z — Y= 20. 


而 tan0 = 2 故 有 
an 

sin 20 = a (4) 

将 (1)、 (3)、 (4) 代入 (2) 得 轨迹 方程 :4z2 一 
y=8,7>0. 

师 :从 上 面 的 解法 我 们 知道 了 面积 定 值 时 ， 
中 点 轨迹 确实 是 双 曲 线 , 那么 反 过 来 呢 , 对 任 
意 的 双 曲 线 上 任 一 点 作 切 线 与 渐 近 线 相交 , 切 
点 是 不 是 交点 的 中 点 ” 切线 与 渐 近 线 围 成 的 
面积 是 否 为 常数 ? 过 切 点 作 渐 近 线 的 平行 线 
所 围 平行 四 边 形 (原来 的 矩形 现在 为 平行 四 边 
形 ) 面积 是 否 为 常数 ? 





中 点 


(3) 








2z 十 y 一 0 
图 6 

下 面 我 们 就 平行 四 边 形 面积 是 否 为 常 
数 "展开 讨论 ( 师 生 集体 讨论 ， 并 归纳 解 题 过 
程 ). 
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是 曲线 上 任意 一 点 . 
求证 :平行 四 边 形 PFOE 的 面积 为 常数 . 
分 析 : 如 图 7, 渐 近 线 方 程 为 
br — ay=0,bzr+ay=0, 
过 点 卫 作 渐 近 线 的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 M、 














N. 
SPpFOE = IFP| . IEP| ‘sin 20 
IPN| |IPM| . 
三 二 . 一 sin 20， 
ui sin 20 
Xo 十 QV0 Z0 一 QV0 
而 |PN|= ，|PM|= ， 
VT 由 
2a , 2 
sin 20 = PE 代入 上 式 , 得 
5 _ b270 — a2ye 1 ab 
DPOB a sin2g 2. 





图 7 

师 :不 仅 面积 是 常数 , 而 且 是 一 个 很 美的 结 
果 , 且 与 前 述 结 论 相 吻合 . 

上 面 这 一 系列 问题 我 们 一 气 呵 成 , 到 此 似 
乎 该 是 一 个 完美 的 结局 了 , 但 是 还 没有 , 还 远 
远 没 有 ! 这 还 仅仅 是 一 个 开始 , 我 们 为 什么 不 
把 问题 拓展 开 去 呢 ? 

第 三 层次 : 拓展 提问 , 让 圆 推 广 到 椭圆 或 
双 曲 线 , 退化 到 点 . 

如 果 我 们 把 圆 拓展 到 椭圆 、 双 曲线 , 上 述 
哪些 性 质 还 可 延续 , 哪些 性 质 有 所 变化 ? 是 值 
得 探究 的 . 

拓展 问题 用 动画 展示 、 解 析 现 象 , 让 同学 
课外 研究 . 

将 圆 推广 到 椭圆 . 

切线 4B 中 点 的 轨迹 是 双 曲 线 ; 

椭圆 长 短 轴 所 在 直线 仍 为 轨迹 的 渐 近 线 ; 

四 边 形 CNPM 面积 仍 是 常数 ; 

三 角形 斜 边 仍 是 轨迹 的 切线 , 且 中 点 仍 是 
切 点 (图 8). 
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已 知 双 曲 线 方程 为 三 一 徊 1, P(zo, 20) 
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让 椭圆 退化 到 圆 、 退 化 到 点 . 

请 同学 仔细 观察 : 当 椭 圆 慢 慢 退化 到 圆 , 再 
慢 慢 退化 到 “点 "时 (图 9 中 , 焦点 及 、 甩 重合 ， 
且 半 径 趋 向 0), 4B 中 点 轨迹 的 整个 变化 过 程 ， 
哪些 东西 在 发 生变 化 , 哪些 仍 不 变 ? 





B 


F2 





A 





图 9 

切线 AB 变 为 过 定点 记 ( 有 所) 的 直线 , 但 中 
点 轨迹 仍 是 双 曲 线 ; 

OO 本 中 点 G 为 轨迹 中 心 , 矩形 两 边 GN、 
GM 所 在 直线 仍 为 轨迹 的 渐 近 线 ; 

四 边 形 GNPM 面积 仍 是 常数 ; 

三 角形 GFEB 斜 边 BFP 仍 为 轨迹 的 切线 , 且 
中 点 仍 是 切 点 (图 10). 














图 10 


第 四 层次 : 轨迹 欣赏 . 
五 彩 缤纷 的 中 点 轨迹 (感受 数学 之 精美 , 图 
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谈 谈 用 判别 式 法 求 函数 的 值 域 


710003 陕西 省 西安 中 学 薛 党 鹏 


在 数学 中 充满 了 大 量 的 方法 和 技巧 , 熟练 
掌握 这 些 方法 技巧 是 学 会 数学 的 关键 之 所 在 . 
而 要 从 真正 意义 上 掌握 方法 , 其 关键 又 在 于 理 
解 各 种 数学 方法 的 实质 帅 . 用 判别 式 法 求 函 数 
值 域 的 实质 就 是 运用 方程 的 观点 来 探讨 函数 值 

域 , 只 不 过 涉及 到 的 方程 为 二 次 方程 罢了 . 其 
依据 为 由 函数 定义 域 的 定义 所 推 得 的 下 述 简 
单 事实 :函数 y = f(z) 在 定义 域 D 上 的 值 域 即 
为 使 得 关于 xz 的 方程 y = f(x) 在 D 上 有 人 和解 的 y 
的 取 值 范围 . 

例 1 求 函 数 y = 
( 文 四 中 的 例 1). 

解 : 求 原 函 数 的 值 域 相当 于 求 使 关于 z 的 


学 
方程 = 一 一 有 实数 解 的 y 的 取信 范 
围 . 即使 关于 xz 的 方程 (y 一 2)z? 十 (y 一 2)z 十 
y 一 3 二 0 有 实数 解 的 y 的 取 值 范围 . 当 y = 2 
时 , 此 方程 显然 无 实数 解 . 故 
4 天 2， 
A=( 一 2) 一 409 











2z2 十 2 十 3 


2 的 值 域 


2)(y — 3) >0. 





es 10 
解 之 得 2 < y < 本 


所 以 原 函 数 的 值 域 为 (> 3 
例 2 求 下 列 本 数 的 信 城 (文中 的 例 人 


OY 
解 : (1 求 原 而 效 的 估 域 相当 于 求全 关于 


一 1 _ (z+1)(z—1) 
的 方程 y ET A 
有 实数 解 的 y a 围 , 即使 得 关于 z 的 方 


程 = 了 一 有 不 等 于 -1 的 实数 解 ,方程 (y 一 
1)z 二 打 一 1 有 不 等 于 3、-1 的 实数 解 的 5 的 


Ry 


取信 范围 于 是 由 2 头 3, 2 关 一 1 得 y 关 5 由 
y 一 1 关 0 得 关 1 所 以 原 函 数 的 值 域 为 
1 1 
-003)U (B71) U0) 

人 求 原 负数 的 信 域 相当 于 求 使 关于 4 的 
方程 y = 让 一 一 有 实数 解 的 y 的 取信 范 
围 , 也 即 (y 一 Dx? 二 (1 一 2y)z 一 3y 一 1 二 0 有 
不 等 于 3、-1 的 实数 解 的 y 的 取 什 范 围 . 由 于 
Zz 一 3 或 z = 一 1 时 ,满足 (y 一 1)z? 十 (1 一 2y)x 一 
3y -1 = 0 的 实数 y 不 存在 ， 于 是 只 需 A = 
(2y 一 7 十 4(y 一 1)(1 十 3y) > 0. 解 之 得 y > 
3 VL 或 y < 3 一 Y 如 所 以 , 原 函数 的 人 
域 为 | - U| 玉 > 和 + 


3 一 V21 
co 一 站 
下 面 , 我 们 再 来 分 析 一 道 比较 复杂 的 题目 . 
例 3 (2001 年 全 国联 赛 试 题 ) 求 函数 y = 
z 十 VX?2 一 37 十 2 的 值 域 
解法 1: 求 原 函数 的 值 域 相 当 于 求 使 关于 
Z 的 方程 y 一 x = Vx? 一 37 十 2 有 和 解 的 y 的 
/一 2Z)2 一 22 一 3z 十 2， 
取 值 范围 , 即使 
2 入 4 
解 的 y 的 六 但 光 围 , 即使 关于 z 的 方程 (2y 一 
3)7 = 内 一 2 0 wn y 的 取 值 范 


和 y 可 解 得 
2. 所 以 ， ee 








1 入 /< 了 
上 四 2 
当然 , 如 果 考 虑 到 涉及 函数 的 结构 特点 , 此 
题 我 们 也 可 以 运用 数 形 结合 法 与 三 角 换 元 法 求 
解 . 
解法 2: 令 t = 十 Vz? 一 37 十 2, 则 原 问 
题 等 价 于 求 函数 
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数 形 结合 解 题 中 要 壮 意 的 几 个 问题 


224043 


数 形 结合 的 思想 是 中 学 数学 中 强调 的 重要 
数学 思想 之 一 , 尤其 是 借助 图 形 解 题 以 其 直观 、 
形象 、 简 捷 而 深 受 青睐, 但 在 解 具体 问题 时 , 学 
生 往往 因 对 图 形 的 准确 性 , 合理 性 等 方面 缺乏 
深刻 的 理解 , 导致 解 题 出 错 本 文 谈 谈 借 形 解 
题 时 要 注意 的 几 个 问题 . 

一 、 要 注意 图 形 的 存在 性 

借 形 解 题 有 独到 的 效果 , 但 知 忽 视图 形 的 
存在 性 , 只 凭 主观 想象 , 无 中 生 有 , 则 会 造成 错 
解 . 

例 1 ”如果 抛物 线 风 = 6z 与 圆 (z 一 0) 十 


TT rr rr rr 


y= 一 ZX 二 +t 和 y= 二 Vx? 一 37 十 2 
的 图 象 有 交点 时 t 的 取 值 范 围 . 
而 函数 y = Vz2 一 3z 十 2， 
2 


4 > 0. 
由 图 1 易 知 + 的 取 值 范围 , 即 函数 的 值 域 为 


1 Le 


hy 
3 








CS J 
ws pe 
下 7 
AN pa 
A Pa 
RS 这 
AN i 
sw 二 

和 i 
A 
O 1 3 Ne 化 
A ps 
图 1 


解法 3: y = z 十 Vz2 一 3z 十 2 = 2 十 


2 
3 1 3 1 
ee i 全 一 一 一 
( ) i’ 令 Z 一 可 二 了 secow 其 中 





3 
0<a< 了 或 r&a< 了 本, 则 


江苏 省 盐城 市 大 冈 中 学 王 佳 灯 


凡 = 4 没有 公共 点 , 求实 数 a 的 取 值 范围 

错 解 :由 于 圆 的 半径 为 2 圆心 为 (a,0), 如 
图 1 是 圆 与 抛物 线 y = 6z 的 两 个 相 切 位 置 , 显 
然 当 圆 与 抛物 线 外 切 时 , a = 一 2. 


2 





图 1 
当 圆 与 抛物 线 内 切 时 ， 


TT 


1 1+sina 3 


1 sin Qa—(—1) 
2 cosa—0 


3 
= 3 本 3 “kpa, 
其 中 kp4 表示 点 (单位 圆 的 第 一 、 三 象限 上 
的 点 , 或 点 (1,0), 或 点 (一 1,0)) 和 点 A(0, 一切 
连 线 的 斜率 , 由 图 2 知 kpa € [一 1,0)Ull, ++0%)， 


进而 可 得 原画 数 的 信 域 为 |1,3 ) U2,+o) 





COS Q 2 








图 2 
参考 文献 
[1] 罗 增 颂 . 数学 解 题 学 引 论 . 陕西 师 大 出 
版 社 . 2001. 
[2] 高 东 英 . 利用 和 人 法 求 函 数值 域 应 注意 
的 问题 . 中 学 数学 教学 参考 . 2004. 7. 
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证 消去 多 整理 得 
a 2/， 人 


22 一 (2 一 6)z 二 oo 一 4= 0， (1) 
由 人 = (24 一 6)? 一 4(a? 一 4)=0， 





结合 图 形 可 知 , 当 a < 一 2 或 a > 时 , 没 
有 公共 点 . 
剖析 : 当 o = 立时 方程 (上 化 为 3z2 十 


5z + 五 = 0, 此 时 , 方程 有 两 个 相等 的 负 根 
所 以 圆 与 抛物 线 相 切 的 情况 根本 不 存在 . 

正确 解答 : 原 题 可 转化 为 当 抛物 线 上 的 动 
点 P(z,y) (Z 之 0) 到 圆心 (a,0) 的 距离 d 的 最 
小 值 大 于 2 时 , 求 a 的 取 值 范围 . 

考察 此 距离 d, 有 

d=(r-a + = (a) 二 6z = 
2Z2 一 2(a 一 3)2 二 (ae 一 3) +o2 (3) = 
[z— (a—3)] 2 十 6a 一 9， 

因为 z zz 0, 所 以 

(1) 当 a > 3 时 , 取 z = a 一 3, 有 dmin = 
V6a 一 9. 由 dmin > 2, 得 6a 一 9 > 4, 即 a > 
13 ,, 
一 , 这 时 取 a > 3. 

(2) 当 a < 3 时 , 取 z = 0, 有 dmin = lal. 
由 dmin > 2, 得 a > 2 或 a < -2, 此 时 取 2 < 
a 二 3 或 a < 一 2. 

综合 (1)、(2) 可 知 , 当 它 们 没有 公共 点 时 ， 
a > 2 或 a < 一 2. 

二 、 注意 图 形 选 择 的 合理 性 

借助 图 形 解 题 , 往往 可 以 通过 条 件 转 化 , 选 
择 不 同 图 形 来 解 , 但 只 有 选择 最 优 图 形 , 才能 
使 解 题 更 直观 、 简 捷 . 

例 2 解 关于 zx 的 方程 :lg x 十 lg(4 一 x) = 
lg(a 十 2x), 并 讨论 解 的 个 数 . 

2 > (0， 
解 : 因为 | 4—7x>0, 
a++27x>0, 

所 以 Zz 至 少 满足 0 < x <4. 

思路 一 :a > 一 27, 即 a > 一 8. 原 方程 化 为 
—7X2 二 +47z 二 a 二 2x, 令 V1 二 一 X72 十 4zx, (0 < 
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ZX <4),y2 = 二 a 十 2x (a > 一 8). 如 图 2 可 知 , 此 
时 需 计 算 直线 与 抛物 线 相 切 及 直线 过 点 (0,0)、 
(4,0) 时 的 a 值 , 显然 比较 繁杂 . 

y 








图 2 
思路 二 : 显然 方程 可 化 为 一 xz? 十 2z = a, 此 
时 令 妇 = 二 一 72 十 27 (0 <z<4),y2=a(a> 
一 8), 如 图 3 可 知 , 当 a > 1 或 a < -8 时 , 无 解 ; 


hy 








当 a = 1 时 , 方程 有 一 解 X = 1; 当 0 < a < 
1 时 , 方程 有 两 解 , z 二 1 土 V1 一 a. 

当 -8 < a < 0 时 , 方程 有 一 解 , z = 1 十 
V1i—a. 

评注 :思路 二 比 思路 一 合理 , 因为 思路 二 中 
的 函数 y2 = a (a > 一 8) 是 与 x 轴 平 行 的 一 条 
直线 , 能 容易 地 看 出 当 a 在 各 范围 内 取 值 时 直 
线 与 抛物 线 的 交点 情况 . 

三 、 注意 图 形 的 准确 性 

借 形 解 题 , 不 仅 要 画 出 函数 图 象 或 曲线 的 
大 致 形状 , 而 且 要 尽量 准确 地 描绘 图 形 ,特别 
要 注意 同一 坐标 系 中 , 不 同 图 形 的 相对 位 置 . 

例 3 求 方程 g(x 十 4) = 10” 的 解 的 个 数 . 

错 解 : 在 同一 坐标 系 内 画 出 函数 y = lg(z 十 
4 与 y = 10” 的 大 致 图 象 , 如 图 4, 故 无 实数 解 . 

剖析 : 因为 在 [2, 一 1 内 总 有 lg(z 十 4) > 
10”, 即 在 [-2, 一 1 上 yy = lg(z 十 少 的 图 象 总 
在 y = 107” 的 图 象 的 上 方 , 故 图 4 两 个 图 象 的 
相对 位 置 有 误 , 应 如 图 5, 在 (一 00,0) 上 有 两 个 
交点 , 即 原 方程 有 两 个 负 根 . 
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处 理解 析 几 何 问题 的 非常 规 策 略 
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在 处 理解 析 几 何 问题 时 , 通常 从 有 关 概 念 、 
公式 和 教材 中 介绍 的 基本 方法 入 手 , 卡 题 型 、 
套路 子 , 一 般 能 奏效 , 但 有 时 会 出 现 计算 宛 长 、 
难以 处 理 的 局 面 . 此 时 若 能 针对 问题 的 不 同情 
况 , 采取 一 些 非常 规 的 处 理 策略 , 另 辟 途 径 , 党 
能 将 问题 化 繁 为 简 、 变 难为 易 . 

一 、 极 限 位 置 定 范围 

例 1 已 知 向 量 0B = (2,0), 向 量 0C = 
(2, 2), 向 量 04 二 (V2cos Qa, V2sin a), 则 向 
量 O4 与 向 量 OB 夹 角 的 取信 范围 是 ……( ) 


OE 


5 a TXT 5 
(CO) [二 " 了 | (D) 五 二 "| 
解 : 由 题 意 , 得 04 = OC + OGA= (2+ 
V2cos Qa,2 十 V2sinaQ), 所 以 点 4 的 轨迹 是 圆 
(x 一 22 十 (y 一 2)? = 2, 如 图 1、2, 当 4 位 于 使 
向 量 O4 与 圆 相 切 时 , 向 量 O4 与 向 量 OB 的 
夹 角 分 别 达到 最 大 、 最 小 值 , 故 选 (D). 





TTT rr rr rr 





2 一 107 





Sl 


四 、 注意 考虑 图 形 的 整体 性 

例 4 求 方程 2 = xz 的 解 的 个 数 . 

错 解 :在 同一 坐标 系 中 , 分 别 作出 函数 y = 
27 与 y = 六 的 图 象 , 如 图 6, 可 知 它们 有 两 个 
交点 , 所 以 方程 有 两 个 解 . 

剖析 :图 象 法 是 解 此 题 的 独特 妙法 , 但 在 作 








y A 'A 
的- 
0 请 元 B Tz 
图 1 图 2 


评析 : 本 题 直 接 用 向 量 夹 角 公式 求解 , 运 
算 量 大 ， 先 确定 点 4 的 轨迹 是 圆 , 利用 向 量 与 
圆 相 切 的 极限 位 置 定 出 夹 角 的 范围 , 无 须 计算 ， 
解法 优美 . 确定 直线 与 圆锥 曲线 相交 的 参数 范 
围 , 这 个 方法 非常 有 效 . 

二 、 先 繁 后 简 逆 代 换 

例 2 如 图 3, 给 定 抛物 线 C : y? = 4z, 书 
是 C 的 焦点 , 过 厂 的 直线 1 与 C 相 交 于 A、B 两 
点 , 斜率 为 1, 求 向 量 O4 与 OB 的 夹 角 . 

解 : C 的 焦点 为 (1,0), 直线 1 的 斜率 为 1， 

. 直线 1 的 方程 为 y = 一 1, 即 1 = 一 


和 AT rr rr rr 


图 时 , 若 没有 注意 到 函数 y = 2 与 y = 2 (x > 
0) 的 递增 “速度 ”的 差 , 而 只 考虑 局 部 图 形 , 从 而 
会 导致 错误 . 











2 一 2 
y=2™ 
O Z 
图 6 


事实 上 , 当 z < 0 时 , 显然 只 有 一 个 交点 ; 
当 Z > 0 时 ， 有 两 个 交点 (2,4) 和 (4,16), 故 共 
有 三 个 交点 , 即 方程 有 三 个 解 . 
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4 4 加 
ee 
.Ho4 十 [opB 三 一 4 Ko4 .Kop 三 一 4. 


yl A 





图 3 


向 量 O4 与 OB 的 夹 角 即 为 直线 OB 到 直 
线 O4 的 角 , 设 为 0, 则 
ds eA 
1 + koakoB 
(koa + koB)? — 4koaAkoB 
1 + koaAkoB 


2 


3 

.向 量 O4 与 OB 的 夹 角 为 

元 一 arctan 2 

评析 : 本 题 常规 方法 是 直线 1 与 抛物 线 C 
的 方程 联 立 消 掉 y, 转化 为 关于 了 的 二 次 方程 
利用 韦 达 定 理 及 向 量 夹 角 公 式 求解 ,计算 复杂 . 
借助 1 = z 一 y 作 先 繁 后 简 的 逆 代 换 , 转化 为 
关于 斜率 二 的 二 次 方程, 把 向 量 之 间 夹 角 转化 
为 直线 到 直线 的 角 , 简洁 求解 构造 关于 的 
二 次 方程 在 处 理 斜 率 问题 时 非常 方便 . 

三 、 巧 设 方程 免 讨论 

例 3 如 图 4 设 抛 物 线 y? = 2pz( > 0) 
的 焦点 为 经 过 点 厂 的 直线 交 抛物 线 于 4、 
B 两 点 , 点 C 在 抛物 线 的 准 线 上 , 日 BCWz 轴 ， 
证 明 直 线 4C 经 过 原点 O. 
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解 : 设 AB 方 程 为 z = my 十 5, A(z1, 1)、 


p 
B(x2,y2), 由 2 2 消去 x， 得 池 
y” = 2p7, 


2pmy — p* = 0, “. oa = 一 D2. 
“BC/J/z 轴 , 且 点 C 在 抛物 线 的 准 线 z = 
0 “点 C0 坐标 为 (-3,%), 


2 三 7700 十 








V 2p Yy 

Koc -i 生 = 守 = ko4. 
= 2 yl1 Tl1 

故 4C 经 过 原点 . 


评析 : 本 题 稼 规 方法 是 设 直 线 的 点 斜 式 方 
程 , 计算 复杂 , 日 易 将 斜率 不 存在 的 情况 漏 掉 . 
而 设 直线 方程 的 “ 倒 斜 截 式 :z = my 十 入, 简 
化 运算 避免 讨论 . 曲线 方程 的 非 标准 巧 设 , 有 
着 广泛 的 应 用 .如 未 明确 焦点 位 置 时 ， 可 设 : 
mr?2+ny* = 1(m>0,n>0),mr— ny 一 
1(mn > 0), ?二 2px (p 关 0) 等 非 标准 形式 ， 
可 避免 分 类 讨论 . 

四 、 等 量 关系 巧 转化 

例 4 如 图 5, 给 定 抛物 线 C : 只 = x, 下 
是 C 的 焦点 ， 过 下 的 直线 与 C 相 交 于 4 B 两 
点 , 设 FB = 和 48, 知 E [49], 求 直 线 ! 在 y 
轴 上 截 距 的 变化 范围 





D 




















图 5 


解 : 设 直线 ! 的 倾斜 角 为 % 过 A、B 分 别 向 
准 线 作 垂 线 , 垂 足 为 C、 刀 , 过 4 向 BD 作 垂 线 ， 
垂 足 为 媚 由 4、 B 三 点 共 线 , .. |FB| = 
AP, 设 |4B| = m, 则 |FB|I = Xm, 由 抛 
物 线 定义 , 有 |FB| = |BD|, |F4| = |4C|， 
“|BE|=|BD|-|A4C|= AMm—m, XIAB|= 





, _|BE| A 和 -1 2 
Am 十 m, “. cosa = [es 易 得 
2VA 
tana 三 土 一 一. 
入 一 工 
、 2V2 
直线 1 的 方程 为 y = 土 (z 一 1). 由 
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2 -= 一 2 可知 2 人 在 他 9 上 是 
Se 
VE 
递 茂 的 , 因此 ,3 < 2 < 全 故 直线 1 在 


Le 为 | 和-3| [4 

评析 : 本 题 常规 方法 是 设 两 点 坐标 , 根据 

向 量 关系 列 方程 组 求解 , 计算 复杂 . 而 根据 三 

点 共 线 把 向 量 关系 转化 为 长 度 关系 , 利用 抛物 

线 的 定义 巧妙 求解 . 处 理 圆锥 曲线 焦点 弦 问 题 
的 首选 方法 应 是 圆锥 曲线 的 定义 . 

五 、 不 求 坐标 求 关系 

| pa 

例 5 求 椭圆 了 = 5 

中 点 的 弦 所 在 直线 的 方程 . 

解 : 设 弦 的 端点 0 则 另 一 端点 为 

已 (2 一 Z1)2 一 4). 所 以 + 生 一 1 中 

2C-z) Ci ® 


@ -名 得 5z1 十 9 一 14=0， 

即 4 已 方程 为 5 十 9y 一 14=0. 

评析 : 本 题 者 设 直 线 方程 , 一 方面 计算 较 
繁 , 另 一 方面 还 需 对 斜率 上 进行 讨论 . 本 题 亦 
可 通过 设 A4、B 两 点 坐标 , 用 作 差 法 解决 , 但 应 
注意 检验 所 求 方程 是 否 符合 题 意 . 

六 、 正 难 则 反 显 奇效 


三 1 中 以 P(1,1) 为 


TT rr rr rr rr 


(上 接 第 5-29 页 ) 

因为 点 P、M、 人 二 太太 人 NS 
-5—-3A4 21 2—- 和 A 21 

4_1+ 和 \ 和 


1 








化 简 得 8 和 2 十 10 和 一 7 = 0, 故 Xi = 





和 = -了 因为 0 < 入 < 1 所 以 和 一, 放 
21 | 
5 17 
MM(3,1). 因此 KEPw = 四 二 用 
所 以 直线 1 的 方程 为 y 一 1 = -工人 一 3 


即 17z 十 4y 一 55 = 0. 
(2) 当 ! 与 B4、C A 相交 时 . 
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例 6 已 知 抛物 线 C : 内 = 2pz (p > 0)， 
直线 1 过 抛物 线 的 焦点 (直线! 不 与 + 轴 重 合 ). 
证 明 抛物 线 C 上 不 存在 不 同 两 点 关于 直线 /对 

解 : 如 图 6, 假设 抛物 线 C 上 存在 两 点 4、 
已 关于 直线 ! 对 称 , 连结 4F、BF, 过 A、B 分 
别 作 准 线 的 垂 线 , 垂 足 为 M、N. 

由 抛物 线 定 义 , 有 |AF| = |4M|, |BF| = 
IBN|, 由 点 4、B 关 于 直线 对称 ， 

“… 直线 /垂直 平分 4B, 即 |AF| = | 召开 |， 

“|4M|= |BN|, 于 是 四 边 形 4MNB 为 
矩形, 即 4B 上 Z 轴 . 

“ 直线! 与 x 轴 重 合 , 这 与 已 知 矛盾 . 故 抛 
物 线 C 上 不 存在 不 同 两 点 关于 直线 ! 对称 . 


hy 











图 6 
评析 : 本 题 假 设 抛物 线 C 上 存在 两 点 4、 
B 关 于 直线 1 对 称 , 利用 抛物 线 定义 巧妙 推出 
矛盾 , 从 而 命题 得 证 . 正面 解决 问题 有 难度 时 
从 反面 考虑 往往 会 有 奇效 . 


TT 


假如 ! 与 B4 的 交点 为 点 M', 设 M' 分 BA 
所 成 的 比 为 入 仿 (D) 做 法 得 Ai 一 上 2 
由 于 0 < Ai < 1, 所 以 过 点 P 且 平分 人 ABC 
面积 的 直线 /不 存在 . 

综 上 所 述 , 过 点 呈 且 平分 八 A4BC 面积 的 
直线 / 的 方程 为 17z 十 4y 一 55 = 0. 

说 明 : (1) 引 理 都 是 从 四 边 形 到 小 三 角形 方 
向 次 序 进行 确定 起 点 、 终 点 ; 定理 结论 若 比 较 
分 子 与 分 母 可 以 看 出 很 有 规律 . 这 样 就 便于 记 
忆 、 容 易 应 用 

(2) 在 研究 过 程 中 笔者 发 现 引 理 与 定理 结 
论 表示 形式 有 很 多 , 笔者 用 最 简洁 形式 给 出 , 体 
现 了 数学 形式 美 . 
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后 九 卷 内 容 的 传播 
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1583 年 ， 意 大 利 传教 士 利 玛 窦 (Matteo 
Ricci, 1552-1610) 将 他 在 罗马 学 院 时 期 的 老师 
克拉 维 乌 斯 (C.Clavius，1538-1612) 神 父 编写 
的 《几何 原本 十 五 卷 》(Euclidis elementorum 
libri XV) 带 到 了 我 国 ,1607 年 ,他 和 我 国 数学 家 
徐光启 翻译 了 前 六 卷 , 1857 年 , 英国 人 伟 烈 亚 
力 (A.Wylie, 1815-1887) 和 我 国 数学 家 李 善 兰 
翻译 了 后 九 卷 , 中 间隔 了 整整 250 年 . 这 期 间 
《几何 原本 》 后 九 卷 的 情况 是 怎样 的 呢 y 有 没 
有 其 中 的 内 容 被 介绍 过 来 呢 ? 答案 是 有 . 不 仅 
有 , 而 且 内 容 还 不 少 . 下 面 笔者 拟 就 这 个 问题 
作 一 阐述 . 

1608 年 , 李 之 藻 在 跟 利 玛 窦 学 习 数 学 一 段 
时 间 之 后 , 写成 了 《 圆 容 较 义 》 一 书 . 此 书 共 十 
八 题 , 主要 论述 了 圆 内 接 多 边 形 和 一 些 立 体 几 
何 的 性 质 ， 此 书 第 十 四 题 为 :“ 锐 角 全 形 所 容 
与 锐 顶 至 边 垂 线 及 三 分 底 之 一 矩 内 直角 立 形 
等 .” 此 题 的 解释 是 :“ 论 日 :从 立 形 底 诸 角 与 相 
对 一 角 如 子 角 者 缘 作 垂 线 , 以 成 庚 辛 壬 癸 子 解 
形 . 此 形 与 实 庚 形 同 底 同 高 ， 又 同 已 甲 锐 艇 之 
高 ， 既 已 甲 形 兼 庚 辛 壬 合子 解 之 三 ”到 这 里 ， 
作者 用 小 字体 注解 说 :“ 十 二 卷 六 注 言 : 两 艇 形 
同 高 者 , 其 所 容 之 比例 入 其 底 . 底 等 亦 等 , 底 倍 
亦 倍 .* 趾 

这 里 的 “十 二 卷 " 是 哪里 的 呢 7 经 查 对 , 正 
是 《几何 原本 》 中 的 第 十 二 卷 . 《几何 原本 》 十 

二 卷 命题 六 现在 翻译 为 :以 多 边 形 为 底 且 有 等 
高 的 两 个 棱锥 的 比如 同 两 底 的 比 .四 当时 国内 
仅 有 利 玛 窦 带 来 的 克拉 维 乌 斯 神父 编写 的 《 几 
何 原本 十 五 卷 ), 因此 , 李 之 藻 必 定 参考 了 这 个 
版 本 . 

上 面 的 内 容 之 后 接着 是 :' 实 庚 全 形 亦 兼 庚 
辛 于 光子 饥 之 三 .” 小 字体 解释 :“ 以 同 底 同 高 





























故 ,在 十 二 卷 七 系 .四 查 这 里 的 内 容 , 与 《几何 
原本 》 十 二 卷 命 题 七 内 容 也 正 相 对 . 《几何 原 
本 》 十 二 卷 命题 七 为 :任何 一 个 以 三 角形 为 底 
的 棱柱 可 以 被 分 成 以 三 角形 为 底 的 三 个 彼此 
相等 的 棱锥 ”四 

此 书 第 十 五 题 为 :平面 不 拘 几 边 , 其 全 体 
可 容 浑 圆 切 形 者 , 设 直 角 立 形 , 其 底 得 本 形 三 
之 一 , 其 高 得 圆 半 径 即 相等 ”解答 是 : “有 甲乙 
丙丁 形 , 内 含 戊 已 庚 辛 圆 , 其 心 王 , 而 外 线 甲 乙 
切 圆 于 戊 .” 这 后 面 小 字体 解释 为 :十 一 
题 .” 辐 我 们 查 对 《几何 原本 》 第 十 一 卷 , 命题 
为 :“ 如 果 两 个 平面 相交 , 则 它 们 的 共同 交 迹 是 
一 条 直线 ”.9 仔细 分 析 , 本 书 的 命题 是 其 一 个 
特例 , 是 命题 三 一 个 推论 . 

此 书 第 十 六 题 为 一 个 关于 球 的 体积 和 立方 
体 体积 的 题 , 在 此 题 的 解答 中 , 有 氢 述 说 :于 庚 
辛 壬 两 内 试 作 有 法 形 勿 切 甲乙 再 圆 ”四 之 后 还 
有 和 叙述 说 :“ 于 甲乙 丙 圆 内 作 有 法 形 不 令 切 余子 
丑 .” 图 这 两 句 话 后 面 给 出 的 小 字体 都 是 :“ 十 二 
卷 十 七 .” 我 们 查 《 几 何 原本 》 十 二 卷 命 题 十 七 ， 
其 为 :一致 两 个 同心 球 , 在 大 球 内 作 内 接 多 面 
体 , 使 它 与 小 球面 不 相 切 .” 四 由 此 , 作者 在 这 里 
介绍 了 这 个 命题 . 

此 书 十 七 题 为 一 个 关于 圆 的 性 质 的 题 , 在 
此 题 的 解答 中 有 :“ 甲 圆 外 试 作 与 丙 (一 个 多 边 
形 ) 相似 形 .” 这 人 句 话 的 后 面 小 字体 提示 为 :十 
二 卷 ".H0] 我 们 查阅 《几何 原本 》 十 二 卷 , 其 引 
用 了 其 中 命题 二 一 “ 圆 与 圆 之 比如 同 直径 上 
正方 形 之 比 .”- 一 证 明 过 程 中 作 圆 外 相似 形 的 
子 命 证 题 . [11] 

此 书 十 八 题 为 关于 球 的 体积 的 题 , 在 此 题 
的 解答 中 有 两 个 小 字体 解释 , 第 一 个 为 :“ 圆 角 
形 同 底 之 比例 , 知 其 高 之 比例 在 十 二 卷 十 四 
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题 .3 第 二 个 为 :“ 圆 角形 同 高 之 比例 , 若 其 底 
之 比例 故 也 ， 在 十 二 卷 十 一 是 ”03 查阅 这 里 
的 内 容 , 与 《几何 原本 》 中 命题 十 四 和 命题 十 
一 正 对 . 命题 十 四 说 :“ 有 等 底 的 圆锥 或 圆柱 之 
比 同 它们 的 高 之 比 * 呈 命题 十 一 说 :“ 等 高 的 
锥 或 圆柱 之 比如 同 它们 的 底 的 比 .> 

由 上 可 看 出 , 利 玛 罕 当时 给 国人 简单 介绍 
了 《几何 原本 》 后 九 卷 的 一 些 内 容 . 

1631 年 ， 意大利 传 教士 罗 雅 谷 (Jacques 
Rho，1593-1638) 在 北京 参与 《崇祯 历 书 》 的 
编纂 ,写成 了 《测量 全 义 》 十 卷 . 《测量 全 义 》 
为 后 面 的 天 体 测量 奠定 基础 , 主要 讨论 了 各 种 
几何 图 形 的 测量 . 在 其 第 四 卷 中 , 给 出 了 这 样 
一 个 小 命题 :以 第 一 自 乘 又 以 乘 第 二 , 其 两 方 
之 比例 亦 若 第 三 与 第 四 .” 后 面 的 小 字体 解释 
为 :“ 见 几何 七 卷 十 七 题 .0 检查 之 , 此 处 命题 
正 是 《几何 原本 》 第 七 卷 命题 十 七 :“ 如 果 一 个 
数 乘 两 个 数 得 某 两 数 , 则 所 得 两 数 之 比 与 被 乘 
两 数 之 比 相 同 .0 

第 六 卷 中 作者 主要 讨论 了 立体 几何 , 在 这 
里 作者 说 :“ 几 何 原本 十 二 卷 七 增 题 日 : 两 平行 
面 之 体 或 同 高 , 两 体 其 比例 为 体 与 体 者 底 与 底 ， 
但 取 同 类 相 求 , 以 正高 为 据 , 不 论 体 势 直 与 不 
直 ………- 几何 十 二 卷 七 题 之 系 日 : 同 底 同 高 之 
角 体 与 平行 面体 之 比例 , 若 一 与 三 .” [外 此 两 个 
命题 显然 是 《几何 原本 》 中 的 内 容 . 

所 以 , 罗 雅 谷 也 介绍 了 《几何 原本 》 后 九 卷 
中 的 内 容 . 

1687 年, 法 国 传 教士 张 诚 (Jean Francois 
Gerbillon, 1654-1707) 和 和 白 晋 (Joachim Bou- 
vet，1656-1730) 来 到 中 国 ,不 久 他 们 即 被 召 进 
北京 给 康 申 讲授 数学 . 他 们 在 教学 时 , 因为 嫌 
徐光启 和 利 玛 罕 翻译 的 《几何 原本 》 前 六 卷 复 
杂 难 懂 , 于 是 另外 翻译 了 由 法 国人 巴 蒂 (L.G. 
Pardies，1636-1637) 编写 的 《几何 原本 》(El- 
ements de Geometrie). 他 们 在 翻译 的 同时 , 或 
者 是 紧 随 其 后 , 又 写 出 了 一 本 书 叫 《算法 原本 》. 
《算法 原本 》 后 来 被 收入 到 《数理 精 强 》 中 , 所 以 
今天 能 看 到 . 但 是 这 不 是 原来 的 全 部 内 容 . 根 
据 中 国 科 学 院 自然 科学 史 研 究 所 保存 的 李 伍 
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先生 从 故宫 手 抄 出 来 的 《算法 原本 》 来 看 , 原 
书 内 容 要 丰富 的 多 . 

《算法 原本 》 主 要 讨论 的 是 什么 呢 7 现 已 
有 人 作 了 研究 : 它 主要 讨论 了 整数 数论 ; 它 的 内 
容 来 自 于 《几何 原本 》; 它 其 实 是 《几何 原本 》 
的 第 七 卷 .I19 

前 段 时 间 笔 者 也 有 痊 看 到 了 李 便 先生 的 手 
抄本 . 其 共 分 75 个 部 分 , 第 一 部 分 主要 讨论 了 
整数 的 性 质 , 相当 于 定义 . 从 第 二 部 分 开始 , 直 
到 最 后 , 讨论 的 全 是 数论 的 内 容 . 但 是 , 该 书 不 
是 对 《几何 原本 》 第 七 卷 的 直译 , 是 意译 . 

当时 张 诚 和 白 晋 他 们 为 什么 要 翻译 这 本 
书 , 也 有 人 进行 了 研究 , 认为 是 为 了 学 习 他 们 翻 
译 的 《几何 原本 》 中 的 立体 几何 打 基 础 的 . 李 
善 兰 的 几何 原本 序言 中 曾 说 :“( 几 何 原本 ) 卷 七 
至 卷 九 有 比例 无 比例 之 理 , 卷 十 论 无 比例 十 三 
线 , 卷 十 一 至 十 三 论 体 , 十 四 十 五 二 卷 亦 论 体 ， 
则 后 人 无 续 也 . 无 七 八 九 三 卷 , 则 十 卷 不 能 读 . 
无 十 卷 , 则 后 三 卷 中 论 无 体 之 边 不 能 尽 解 . 是 
七 卷 以 后 丝 为 论 体 而 作 , 即 盘 论 体 也 .” 

1700 年 左右 , 著名 数学 家 梅 文 易 写 了 一 本 
书 叫 《几何 补 编 ), 其 中 提 及 了 五 种 正 多 面体 
的 性 质 .Rd 在 《几何 补 编 ) 第 一 卷 中 , 他 说 :“ 凡 
等 四 面体 , 以 其 边 为 斜 线 而 求 其 方 , 以 作 立 方 ， 
则 此 立方 能 容 等 四 面体 .” 

在 第 二 卷 中 , 梅 文 易 说 :立方 内 容 二 十 边 
等 边 算法 : 亢 卯 实 房 为 立方 全 径 一 百 , 中 寅 中 
卯 为 半径 五 十 , 实 卯 二 点 为 二 十 等 面 边 折 半 之 
界 , 衬 卯 线 为 二 十 等 面 边 之 半 , 中 为 体 之 中 心 ， 
寅 中 卯 角 为 三 十 六 度 . 中 寅 半径 当 理 分 中 末 之 
全 数 , 寅 卯 即 理 分 中 末 之 大 分 ………… 约法 :立方 
根 与 所 容 二 十 等 面 之 边 , 若 全 数 与 理 分 中 末 之 
A 若 十 二 面 , 边 为 理 分 中 末 线 之 小 分 ， 
求 其 全 分 , 为 外 切 立 方 也 .” 这 就 是 说 , 正二 十 面 
体 的 边 长 等 于 正方 体 边 长 黄金 分 割 之 大 有 段 长 ; 
正 十 二 面体 边 长 等 于 正方 体 边 长 黄金 分 割 之 
小 段 长 . 

在 第 三 卷 中 , 梅 文 易 说 :… 凡 十 二 等 面 与 二 
十 等 面 可 以 互相 容 , 皆 以 内 体 之 尖 切 外 体 之 各 
面 中 心 一 点 .……: 几 立 方 内 容 十 二 等 面 , 皆 以 
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十 二 等 面 之 边 正 切 于 立方 各 面 之 正中 凡 六 , 皆 
遥 对 如 十 字 . 假如 上 下 两 面 所 切 十 二 等 面 之 边 
横 , 对 前 后 两 面 所 切 之 边 必 纵 , 而 左右 两 面 所 
切 之 边 又 横 . 若 引 其 边 为 周 线 , 则 六 处 丝 成 十 
字 . 立方 内 容 二 十 等 面 边 亦 同 ” 

在 第 四 卷 中 , 梅 文 易 又 说 :… 几 立方 体 各 自 
其 边 之 中 , 半 斜 剖 之 , 得 三 角 锥 八 , 此 八 者 合 
之 即 同 八 等 面体 . 依 前 算 , 八 等 面体 其 边 如 方 
其 中 高 如 方 之 斜 , 车 以 斜 径 为 立方 , 则 中 含 八 
等 面体 , 而 其 体积 之 比例 为 六 与 一 . 何以 言 之 ? 
如 已 心 辛 为 八 等 面体 之 中 高 , 庚 心 戌 为 八 等 面 
之 腰 广 , 已 康 、 已 戊 、 戊 辛 、 辛 庚 则 八 等 面体 
之 边 也 . 寿 以 庚 辛 成 腰 广 自 乘 , 为 甲乙 丙丁 平 
面 , 又 以 已 辛 心 中 高 乘 之 , 为 甲乙 丙丁 立方 , 则 
八 等 面 之 角 俱 正 切 于 立方 各 面 之 正中 , 而 为 立 
方 内 容 八 等 面体 侨 , 夫 已 心 、 辛 庚 、 心 成 弟 八 
等 面 方 之 斜 也 , 故 日 以 其 斜 径 为 立方 , 则 中 含 
八 等 面体 也 .” 

而 上 述说 法 与 克拉 维 乌 斯 神父 编写 的 《 欧 
几 里 得 几何 原本 十 五 卷 》 中 第 十 五 卷 给 出 的 正 
多 面体 的 性 质 很 多 相似 .在 克拉 维 乌 斯 神父 的 
书 中 给 出 了 21 个 命 古 , 全 部 是 作 图 题 . 比如 

第 一 个 命题 是 : 在 六 面体 中 求 作 正四 面体 
(In dato Cubo Pyramidem escribere); 

第 三 个 命题 是 : 在 正六 面体 中 求 正八 面体 
(In dato Cubo Octaedrum describere); 

第 五 个 命题 是 : 在 正二 十 面体 中 求 作 正 十 
二 面体 (In dato Icosardro Dodecaedrum des- 
cribere); 

第 七 个 命 古 是 : 在 正 十 二 面体 中 求 作 正 二 


十 面体 (Im dato Dodeaedro Icosardrum des- 
21] 








cribere).! 

在 讨论 这 些 图 形 如 何 作 的 时 候 , 作者 推出 
了 和 上 述 相 同 的 性 质 ， 甚 至 有 些 话 都 是 一 样 
的 ， 比如, 在 312 页 命题 “mm dato Cubo Do- 
decaedrum describere” 的 阐述 中 有 :Si latus 
cubi secetur extrema ac media ratione mi- 
nus segmentum latus est dodecaedri in cubo 
descripti. (以 正六 面体 边 长 黄金 分 割 之 后 的 小 
段 为 边 长 可 在 这 个 正六 面体 内 作 正 十 二 面体 .) 
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在 315 页 命题 “In dato Cubo Icosaedrum de- 
scribere” 的 阐述 中 有 :Si latus cubi extrema 
ac media ratione secetur minus segmentum 
latus est icosaedri in cubo descripti. (以 正六 
面体 边 长 黄金 分 割 之 后 的 小 段 为 边 长 可 在 这 
个 正六 面体 内 作 正 二 十 面体 .)P2 

梅 文 易 的 这 些 知 识 从 哪里 来 的 ?是 不 是 当 
时 有 人 翻译 了 《 欧 几 里 得 几何 原本 十 五 卷 》 后 
面 的 内 容 ? 这 个 问题 我 们 认为 并 非 完全 不 可 
以 猜测 ,毕竟 当时 在 华 的 传教 士 很 多 , 还 有 梅 
文 易 探 访 知识 的 能 力也 很 强 . 

综 上 所 述 , 在 徐光启 翻译 《几何 原本 》 前 六 
卷 之 后 和 在 李 善 兰 翻译 《 几 何 原本 》 后 九 卷 之 
前 , 的 确 已 有 不 少 《 几 何 原本 》 后 九 卷 的 内 容 早 
已 被 翻译 了 过 来 . 有 的 还 被 翻译 过 来 马上 应 用 
到 了 数学 研究 和 实践 中 . 所 以 , 纵 观 明 清 之 际 
《几何 原本 》 之 东 来 , 其 应 该 是 一 个 循序 渐进 的 
和 连续 的 过 程 , 不 是 间断 的 . 
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编 后 漫笔 


给 中 国 的 几何 教学 定位 


张 莫 宙 ” 赵 小 平 


近日 , ICMI 的 现任 执行 委员 、 香 港大 学 梁 
贯 成 博士 来 上 海 访问 . 他 在 演讲 中 提 到 , 我 过 
去 总 是 到 “国际 教育 超市 "里 去 挑选 香港 数学 教 
育 需 要 的 “理论 "然而 从 TIMSS 的 国际 调查 
看 , 东亚 地 区 (包括 香港 ) 的 数学 成 绩 却 总 是 名 
列 前 茅 ， 因 此 , 最 近 几 年 , 我 觉得 要 多 多 认识 
自己 的 长 处 和 弱点 , 认真 给 香港 的 数学 教育 定 
位 , 不 要 老 是 跟着 别人 跑 . 

这 番 话 不 仅 适合 于 香港 , 也 适合 于 中 国 大 
陆 的 数学 教育 . 最 近 , 关于 初中 平面 几何 的 教 
学 , 又 有 不 少 争论 ， 为 了 中 华 民 族 的 未 来 , 几 


和 TTT 


何 学 的 改革 牵动 着 人 们 的 心 . 由 梁 先 生 的 演讲 
想到 , 我 们 在 寻求 答案 的 时 候 , 忍 怕 也 得 首先 
给 “中 国 的 几何 教学 "定位 . 

本 期 开设 了 “几何 教学 改革 ”的 专栏 . 其 中 
有 几何 教学 改革 的 历史 追寻 , 也 有 国际 视野 的 
介绍 , 包括 我 们 自己 的 思考 . 不 管 怎么 说 , 中 国 
几何 教学 是 我 们 的 强项 之 一 . 

改革 是 非常 艰难 的 ， 有 争论 是 好 事 , 真理 
越 辩 越 明 . 我 们 希望 不 仅 摆 观 点 , 也 能 够 开 药 
方 , 以 便 找到 适合 中 国 国情 的 几何 教学 改革 的 
方向 和 途径 . 
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华东 师范 大 学 理工 学 院 招生 


华东 师范 大 学 理工 学 院 1994 年 起 招收 全 
日 制 高 等 教育 自考 班 , 多 次 被 评 为 全 国 和 上 海 
市 先进 单位 ，2005 年 继续 在 全 国 各 地 招收 应 
届 或 历届 高 中 、 中 专 、 职 校 毕业 生 及 专升本 自 
考 班 . 免试 入 学 . 有 住宿 . 有 意 者 可 索取 简章 . 

报名 地 址 : 上 海 市 中 山北 路 3663 号 . 

华东 师 大 数学 馆 101 室 (邮编 200062). 

电话 : 021- 62860155、021-62161155. 

招生 专业 
计算 机 信息 管理 (专科 .本 科 ) 








电子 商务 (专科 、 本科) 

公共 关系 (专科 .本 科 ) 

会 计 学 (专科 、 本 科 ) 

行政 管理 (专科 、 本 科 ) 

英语 (专科 、 本 科 ) 

国际 贸易 (专科 ,本科 ) 

商务 管理 (专科 、 本 科 ) 

日 语 (专科 ) 

室内 设计 (专科 ) 

机 关 管 理 及 办 公 自 动 化 (专科 ) 
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